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Abstract— Misalkan G(E,V) adalah suatu 

graf sederhana. Pelabelan sisi 𝝀: 𝑬 →
{𝟏, 𝟐, … , 𝒘} disebut pelabelan−𝒘 tidak tearatur 

(irregular labeling) pada graf G jika untuk 

setiap dua titik yang berbeda pada V  berlaku 

𝒘𝒕(𝒙) ≠ 𝒘𝒕(𝒚) dimana 𝒘𝒕(𝒙) =
∑ 𝝀(𝒙𝒖)𝒙𝒖∈𝑬(𝑮) . Nilai ketidakteraturan dari 𝑮, 

dinotasikan dengan 𝒔(𝑮), adalah bilangan 

bulat positif terkecil 𝒘 sedemikian sehingga 𝑮 

mempunyai suatu pelabelan−𝒘 tidak teratur. 

Pada penelitian ini, nilai ketidakteraturan pada 

graf buku segitiga yang dilakukan dengan 

menentukan batas bawah terbesar dan batas 

atas terkecil.  

 

 

Kata Kunci— Graf buku segitiga, nilai 

ketidakteraturan. 

I. PENDAHULUAN 

Teori graf merupakan salah satu bagian dari ilmu 

matematika yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan persoalan dalam kehidupan sehari-

hari. Representasi visual dari graf adalah dengan 

menyatakan objek sebagai noktah, bulatan, atau 

titik sedangkan hubungan antara objek dinyatakan 

dengan sisi atau garis. Penelitian mengenai teori 

graf terus mengalami perkembangan. Salah satu 

pembahasan yang terus berkembang adalah 

pelabelan pada graf. Objek kajiannya berupa graf 

yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan 

sisi serta himpunan bagian bilangan asli yang 

disebut label. Pelabelan sisi dan titik dapat 

dilakukan dengan banyak cara. Salah satu cara 

yang dapat digunakan adalah dengan melabelinya 

dengan bilangan. Ada beberapa pelabelan graf 

yang telah dikembangkan, antara lain pelabelan 

gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan total tidak 

teratur, pelabelan ajaib dan pelabelan anti-ajaib. 

Topik penelitian ini adalah pelabelan tidak 

teratur. Konsep pelabelan tidak teratur pada suatu 

graf pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand 

dkk. (1986). Pelabelan tidak teratur pada graf 𝐺 

didefinisikan sebagai suatu pemetaan yang 

memetakan himpunan sisi dari 𝐺 ke himpunan 

bilangan {1,2,…,𝑤} sedemikian sehingga semua 

titik mempunyai bobot yang berbeda. Bobot titik 𝑥 

pada pelabelan ini adalah jumlah semua label sisi 

yang terkait pada 𝑥. Nilai ketidakteraturan 

(Irregular labeling) dari 𝐺, dinotasikan dengan 

𝑠(𝐺), adalah bilangan bulat positif terkecil 𝑤 

sedemikian sehingga 𝐺 mempunyai suatu 

pelabelan 𝑤 tidak teratur. 

Hingaa saat ini, penentuan nilai 

ketidakteraturan dari semua graf belum dapat 

dilakukan secara lengkap. Penentuan nilai 

ketidakteraturan pada graf telah dikaji oleh 

beberapa ahli. Chartrand dkk. 1986, menentukan 

nilai ketidakteraturan pada graf regular-d. 

Anolcher dan Palmer, pada tahun 2012 

menentukan nilai total pada graf circulant. Pada 

tahun 2013, Jakub membandingkan nilai 

ketidakteraturan pada beberapa graf. Selanjutnya, 

Jakub melakukan pengembangan dengan 

membandingkan nilai ketidakteraturan dengan 

batas bawah pada beberapa graf yang berderajat 

minimum pada tahun 2017. Pada tahun 2019, 

Riskawati dkk. Telah menentikan nilai 

ketidakteraturan pada graf series parallel. 

Graf buku segitiga merupakan famili dari graf  

Komplit Tripartite. Karakteristik yang menarik 

dari graf Buku Segitiga adalah sebagian besar 

titiknya berderajat dua. Pada tahun 2015, Meilin 

telah menentukan nilai total ketidakteraturan pada 

graf Buku Segitiga, namun belum menentukan 

nilai ketidakteraturan graf Buku Segitiga. Oleh 

karena itu, penulis tertarik untuk melakukan 

penelitian lebih lanjut tentang penentuan nilai 

ketidakteraturan pada garaf buku segitiga. 

II. METODEPENELITIAN 

A. Tahap Studi Literatur  

Pada tahap ini dilakukan identifikasi 

permasalahan dengan mencari referensi yang 

menunjang penelitian. Pemahaman mengenai 
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masalah nilai ketidakteraturan sangat membantu 

dalam penyelesaian pelabelan tersebut.  

B. Tahap Rancangan Penelitian 

Penentuan nilai ketidakteraturan pada graf buku 

segitiga dilakukan dengan menentukan batas 

bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas 

bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan 

teorema pendukung lainnya, sedangkan batas atas 

dianalisis dengan pemberian label sisi pada graf 

buku segitiga. Jika batas bawah sama dengan 

batas atas maka diperoleh nilai ketidakteraturan 

yang eksak. 

 

C. Tahap Kesimpulan 

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari nilai 

batas bawah dan batas atas sehingga diperoleh nilai 

ketidakteraturanpada graf buku segitiga. 

 

III. HASILDANPEMBAHASAN 

A. Graf Buku Segitiga 

 

Graf buku segitiga didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 1 

Graf buku segitiga yang dinotasikan dengan 𝐵𝑇𝑛 

merupakan famili dari graf Komplete Tripartite 

𝐾1,1,𝑛. Graf  buku segitiga terdiri dari 3 partisi 

himpunan bagian titik-titik 𝑣1, 𝑣2 dan 𝑣𝑛, dimana 

masing-masing himpunan terdiri dari 1,1, dan 𝑛 

titik.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Didefinisikan himpunan titik 𝑉 = {𝑢, 𝑣, 𝑥𝑖| 𝑖 =
1,2, … , 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸 =
{𝑢𝑣, 𝑢𝑥𝑖 , 𝑣𝑥𝑖|𝑖 = 1,2, … , 𝑛}. 
 

B. Nilai Ketidakteraturan Graf Buku Segitiga 

Definisi 2 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah suatu graf sederhana. 

Pelabelan sisi 𝜆: 𝐸 → {1,2,3, … , 𝑤} disebut 

pelabelan−𝑣 tidak teratur (irregular w-labeling) 

pada graf 𝐺 jika untuk setiap dua titik yang 

berbeda pada 𝑉, berlaku 𝑤𝑡(𝑥) ≠ 𝑤𝑡(𝑦).  
Dimana 

𝑤𝑡(𝑥) = ∑ 𝜆(𝑥𝑢)

𝑥𝑢∈𝐸(𝐺)

 

 

 

 

Definisi 3 

Nilai ketidakteraturan (irregularity strength) dari 

𝐺, dinotasikan dengan 𝑠(𝐺), adalah bilangan 

bulat positif terkecil 𝑤 sedemikian sehingga 𝐺 

mempunyai suatu pelabelan−𝑤 tidak teratur. 

 

Penentuan nilai ketidakteraturan pada 

beberapa jenis graf telah dilakukan oleh beberapa 

peneliti.  Pada tahun 1998, Amar dkk. telah 

menetukan batas bawah nilai ketidakteraturan 

pada graf pohon, 𝑠(𝑇) ≥ max
0≤𝑖≤∆

𝑛𝑖+𝑖−1

𝑖
 . Jakub 

(2008) menentukan nilai ketidakteraturan sebuah 

graf regular−𝑑 yang memiliki sebanyak 𝑛 titik, 

tanpa memuat titik dan sisi yang terisolasi, 

memperoleh hasil 𝑠(𝐺) = 16
𝑛

𝑑
. Anolcher dkk. 

(2012), menentukan nilai ketidakteraturan pada 

graf circulant, jika 𝑘 ≥ 2 dan 𝑛 ≥ 2𝑘 +
1, memperoleh hasil 

 𝑠(𝐶𝑛
𝑘) = {

⌈
𝑛+2𝑘−1

2𝑘+1
⌉ + 1, 𝑛 = 2𝑘 + 1

⌈
𝑛+2𝑘−1

2𝑘+1
⌉ , 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛

 

Chatrand dkk. (1986) telah menentukan batas 

bawah pelabelan ketidakteraturan pada graf 

reguler sebagai berikut. 

Teorema 1 

Misalkan 𝐺 adalah suatu graf regular−𝑑 maka 

batas bawah nilai ketidakteraturan pada graf 𝐺, 

untuk 𝑑 ≥ 2 adalah sebagai berikut 

𝑠(𝐺) ≥ ⌈
𝑛 + 𝑑 − 1

𝑑
⌉. 

Dalam penentuan nilai ketidakteraturan pada graf 

buku segitiga, diawali dengan memberikan label 

sisi dengan mempertimbangkan hal berikut: 

1. Batas bawah dengan menggunakan 

Teorema 1 

2. Batas atas dengan pemberian label sisi 

3. Memastikan bobot setiap titik berbeda 

4. Mempertahankan pola pemberian label 

sisi. 

Berdasarkan Teorema 1, untuk 𝑛 = 2,3,4,batas 

bawah nilai ketidakteraturan pada graf buku 

segitiga dapat dilihat pada Tabel 1 berikut. 

Tabel 1 Batas Bawah Pelabelan Sisi 𝐵𝑇(𝑛) 

𝒏 𝜹 𝒏𝜹 
𝑩𝑻(𝒏) ≤ ⌈

𝒏𝜹 + 𝜹 − 𝟏

𝜹
⌉ 

4 2 2 2 

5 2 3 2 

6 2 4 3 

Selanjutnya untuk menetukan batas atasnya, maka 

setiap sisi pada graf buku segitiga untuk 𝑛 = 4,5,6 

diberi label sebagai berikut. 

Gambar 1 Graf Buku Segitiga 𝐵𝑇𝑛 

𝑢 𝑣 

𝑥1 
𝑥2 𝑥3 

𝑥𝑛 
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Dengan demikian diasumsikan bahwa nilai 

ketidakteraturan pada graf buku segitiga yaitu 

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) = ⌈
𝑛−1

2
⌉. Hasil yang dituliskan pada 

Teorema 2 yang disertai dengan bukti sebagai 

berikut. 

 

Teorema 2 

Untuk 𝑛 ≥ 4, maka nilai ketidakteraturan dari graf 

buku segitiga 𝐵𝑇(𝑛) adalah 

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) = ⌈
𝑛 − 1

2
⌉. 

 

Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≥ ⌈
𝑛−1

2
⌉, 

maka digunakan Teorema 1 karena karakteristik 

dari graf buku segitiga didominasi oleh titik yang 

berderajat dua. Derajat minimum dari 𝐵𝑇(𝑛) 

adalah 𝛿 = 2, banyaknya titik yang berderajat 2 

adalah 𝑛2 = 𝑛 − 2. maka berdasarkan Teorema 1 

diperoleh 

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≥ ⌈
𝑛𝛿 + 𝛿 − 1

𝛿
⌉ 

= ⌈
(𝑛 − 2) + 2 − 1

2
⌉ 

= ⌈
𝑛 − 1

2
⌉ 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≤ ⌈
𝑛 − 1

2
⌉. 

Untuk membuktikan hal tersebut dilakukan 

konstruksi pelabelan sisi pada graf buku segitiga 

dan misalkan 𝑡 = ⌈
𝑛−1

2
⌉. 

 

Konstruksi suatu pelabelan total 𝝀 pada 𝑩𝑻(𝒏) 

Untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 2 maka konstruksi 

pelabelan sisi didefinisikan sebagai sebagai 

berikut. 

𝜆(𝑢𝑣) = 2 

𝜆(𝑢𝑥𝑖) = ⌈
𝑖

2
⌉ 

𝜆(𝑢𝑥𝑖) = ⌈
𝑖 + 1

2
⌉ 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap 

titik pada 𝐵𝑇(𝑛) berbeda untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 2. 

Perhatikan bahwa 

1. 𝑤𝑡(𝑥𝑖) = 𝜆(𝑢𝑥𝑖) + 𝜆(𝑣𝑥𝑖)   

= ⌈
𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖 + 1

2
⌉ 

<  ⌈
𝑖 + 1

2
⌉ + ⌈

(𝑖 + 1) + 1

2
⌉ 

= ⌈
𝑖 + 1

2
⌉ + ⌈

𝑖 + 2

2
⌉ 

= 𝑤𝑡(𝑥𝑖+1) 
 

2. 𝑤𝑡(𝑥𝑖+1) =  𝜆(𝑢𝑥𝑖+1) + 𝜆(𝑣𝑥𝑖+1)  

= ⌈
𝑖 + 1

2
⌉ + ⌈

(𝑖 + 1) + 1

2
⌉ 

= ⌈
𝑖 + 1

2
⌉ + ⌈

𝑖 + 2

2
⌉ 

< ⌈
𝑛

2
⌉ + ⌈

𝑛 + 1

2
⌉    

= 𝑤𝑡(𝑥𝑛) 

 

 

3. 𝑤𝑡(𝑥𝑛) = 𝜆(𝑢𝑥𝑛) + 𝜆(𝑣𝑥𝑛) 

= ⌈
𝑛

2
⌉ + ⌈

𝑛 + 1

2
⌉ 

< (∑ ⌈
𝑖

2
⌉

𝑛−2

𝑖=1

) + 2 

= 𝑤𝑡(𝑢) 
 

4. 𝑤𝑡(𝑢) = ∑ 𝜆(𝑢𝑥𝑖)
𝑛−2
𝑖=1 + 𝜆(𝑢𝑣) 

= (∑ ⌈
𝑖

2
⌉

𝑛−2

𝑖=1

) + 2 

< (∑ ⌈
𝑖 + 1

2
⌉

𝑛−2

𝑖=1

) + 2 

= 𝑤𝑡(𝑣) 

 

 

1 
1 1 

2 

2 

2 

3 

4 5 

Gambar 2 Pelabelan-2 sisi 𝑠(𝐵𝑇(4)) 

1 1 1 2 

2 

2 

3 

6 7 

4 

2 
2 

Gambar 3 Pelabelan-2 sisi 𝑠(𝐵𝑇(5)) 

1 1 1 2 

2 

2 

3 

8 10 

4 

2 
2 

5 

2 

3 

Gambar 4 Pelabelan-3 sisi 𝑠(𝐵𝑇(6)) 
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5. 𝑤𝑡(𝑣) = ∑ 𝜆(𝑣𝑥𝑖)𝑛−2
𝑖=1 + 𝜆(𝑢𝑣) 

= (∑ ⌈
𝑖 + 1

2
⌉

𝑛−2

𝑖=1

) + 2 

 

Berdasarkan definisi bobot titik tersebut, diperoleh 
𝑤𝑡(𝑥1) < 𝑤𝑡(𝑥𝑖+1) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑛) < 𝑤𝑡(𝑢) < 𝑤𝑡(𝑣). 
 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa bobot setiap 

titik pada 𝐵𝑇(𝑛) berbeda. Maka 𝜆 yang 

dikonstruksikan tersebut merupakan suatu 

pelabelan tidak teratur  pada 𝐵𝑇(𝑛). 
 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label  

terbesar yang digunakan adalah ⌈
𝑛−1

2
⌉ sebagai 

berikut.  

 

Untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 2 

1. 𝜆(𝑢𝑥𝑖) ≤ 𝜆(𝑢𝑥𝑛−2) = ⌈
𝑛−2

2
⌉ < ⌈

𝑛−1

2
⌉ 

 

2. 𝜆(𝑣𝑥𝑖) ≤ 𝜆(𝑣𝑥𝑛−2) = ⌈
(𝑛−2)+1

2
⌉ 

=⌈
𝑛−1

2
⌉ ≤ ⌈

𝑛−1

2
⌉ 

 

3. 𝜆(𝑢𝑣) = 2 ≤ ⌈
𝑛−1

2
⌉ 

 

Dengan demikian 𝜆 merupakan suatu pelabelan−𝑡 

total tidak teratur titik dengan 𝑡 = ⌈
𝑛−1

2
⌉, untuk 

𝑛 ≥ 4, artinya 𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≤ ⌈
𝑛−1

2
⌉. Karena 

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≥ ⌈
𝑛−1

2
⌉dan 𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) ≤ ⌈

𝑛−1

2
⌉, maka 

𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) = ⌈
𝑛 − 1

2
⌉                   ∎. 

IV. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan 

penelitian, diperoleh kesimpulan bahwa nilai 

ketidakteraturan pada graf buku segitiga untuk 

𝑛 ≥ 4 yaitu𝑠(𝐵𝑇(𝑛)) = ⌈
𝑛−1

2
⌉. Pembahasan  

mengenai  pelabelan tidak teratur masih  terbuka  

bagi  peneliti lain untuk melanjutkan penelitian ini 

dan dapat juga melakukan penelitian yang sejenis 

dengan jenis-jenis graf yang berbeda. 

UCAPAN TERIMAKASIH 

Kami ucapkan terimakasih pada semua tim 

peneliti yang telah memberisumbangsih 

pengetahuandan saran.  
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