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Abstract— Tulisan ini mengkaji suatu
model pertumbuhan dua populasi pemangsa
saling berkompetisi secara langsung
mendapatkan satu populasi mangsa yang sama.
Fungsi  predasi dari dua pemangsa
diasumsikan sama vyaitu mengikuti fungsi
predasi Holling tipe I. Pada model tersebut
dilakukana analisis tentang syarat kewujudan
dan kestabilan titik keseimbangan interior.
Analisis kestabilan titik keseimbangan interior
dilakukan dengan metode linearisasi dan
memperhatikan nilai eigen dari persamaan
karakteristik dari matriks Jacobi yang
diperoleh. Ada delapan titik keseimbangan
yang diperoleh. Ada tiga titik keseimbangan
yang dapat di interpretasikan. Ketiga titik
tersebut stabil lokal.

Kata Kunci— Model mangsa pemangsa, Titik
keseimbangan, Kompetisi, Kestabilan lokal.

|. PENDAHULUAN

Ada banyak peneliti yang memodelkan
interaksi mangsa-pemangsa. Alebraheem dan Abu
Hasan (2012) meneliti tentang ketahanan
pemangsa dalam sistem model mangsa-pemangsa
dengan solusi non-periodik. Das (2011) membahas
tentang dinamika model mangsa-pemangsa dengan
pemangsa yang berpenyakit. Farajzadeh dkk.,
(2012) dalam jurnalnya membahas tentang
kestabilan model Gauss satu mangsa dua
pemangsa. Gakkhar, dkk.,(2007) meneliti tentang
kompetisi dua pemangsa terhadap satu mangsa.
Gupta dan Chandra (2017) membahas tentang
dinamika model mangsa-pemangsa  dengan
pemanenan kuadratik. Penelitian dari Kar dan
Matsuda (2007) membahas tentang dinamika
global dan kontrol dari model mangsa pemangsa
dengan fungsi respon Holling tipe IIl. Kar (2010)
meneliti tentang model reaksi dinamika sistem

mangsa-pemangsa. Mukhopadhyay dan
Bhattacharyya (2015), mengkaji tentang pengaruh
pemanenan dan kompetisi antara pemangsa dalam
model mangsa-pemangsa. Ndam dkk.,(2012)
membahas tentang suatu model interaksi tiga
spesies dalam satu habitat. Upadhyay dan Raw
(2011) membahas tentang dinamika kompleks dari
model rantai makanan tiga spesies dengan fungsi
respon Holling tipe II1.

Il. TINJAUAN PUSTAKA
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dH, e,a,PH,

dt ~ h+P
—q,E,H,
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dengan nilai awal

P(0) > 0; H,(0) = 0; H,(0) =0

Pemodelan matematika oleh Mukhopadhyay
dan Bhattacharyya (2015) menjelaskan tiga
persamaan diferensial dan secara konsisten dua
pemangsa (H, dan H,) mengeksploitasi satu
mangsa P. Kedua spesies pemangsa tersebut
diasumsikan  mempunyai  akses/berhubungan
langsung dengan mangsa. Mereka (kedua
populasi) memberi pengaruh yang sama kuat
terhadap mangsa dan mereka berkompetisi.
Pengaruh gangguan dalam angka pertumbuhan
pesaing diasumsikan  proporsional terhadap
kepadatan populasi pemangsa dengan B, dan S,
masing-masing angka gangguan yang diberikan.
Akan tetapi, fungsi predasi dari dua pemangsa
dibuat berbeda —satu mengikuti respon Holling
tipe | dan yang lainnya mengikuti respon Holling
tipe 1. Disamping mengalami pengurangan karena
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adanya fungsi predasi, populasi mangsa tumbuh
logistik dengan r sebagai anga pertumbuhan
instrinsik dan K sebagai kapasitas tampung.
Diasumsikan juga bahwa pemangsa H, dapat
dipanen. Konstanta E dan g masing-masing
menunjukkan usaha pemanenan dan konstanta
ketertangkapan.

I1l. METODE PENELITIAN
A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai

masalah kestabilan sangat membantu dalam
penyelesaian model tersebut.

B. Tahap Analisis Model

Pada tahap ini model dianalisis dengan cara
mencari titik setimbang kemudian diperiksa
kestabilannya.  Karena  persamaan  model
merupakan persamaan diferensial tak linear maka
model perlu dilinearisasikan terlebih dahulu
dengan membentuk matriks Jacobian, selanjutnya
diteliti kestabilitannya dengan melihat nilai eigen
atau menggunakan metode Routh-Hurwitz.

C. Tahap Simulasi Model

Pada tahap ini simulasi dilakukan untuk
melihat perilaku dari kurva solusi.

D. Tahap Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil
yang telah diperoleh dari simulasi.

E. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model
yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari
simulasi.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model
Kami akan mengkaji model satu mangsa-dua

pemangsa yang melibatkan interaksi antar

pemangsa dan interaksi antar individu dalam

populasi pemangsa. Berikut asumsi-asumsi yang

digunakan dalam model.

1. Laju pertumbuhan mangsa menggunakan laju
pertumbuhan logistik.

2. Pemangsa saling berkompetisi mendapatkan
mangsa.

3. Menggunakan fungsi respon Holling tipe |
dalam pemangsaan.

4. Terdapat kompetisi intraspesifik pada masing-
masing pemangsa.

dpP P

P rP (1 - E) - o, PH; — a,PH, @
dH, 2

at =e;a;PH, — g.H," — B1HH,

Volume 1, No. 1, Maret 2019

—d,H,

dH, 5

dr = e,a,PH, — g,H,” — B,H,H,
—d,H,

dengan P, H,, H, adalah masing-masing populasi
mangsa, pemangsa pertama dan pemangsa kedua.
r merupakan laju pertumbuhan logistik mangsa.
aq,a, merupakan masing-masing laju
penangkapan mangsa oleh pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. e, e, adalah masing-masing laju
konversi mangsa menjadi pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. g,,g, adalah masing-masing

koefisien  kompetisi intraspesifik  pemangsa
pertama dan pemangsa kedua. p;,B,adalah
masing-masing koefisien kompetisi pemangsa

pertama terhadap pemangsa kedua dan sebaliknya.
d,,d, masing-masing laju kematian pemangsa
pertama dan pemangsa kedua.

B. Analisis Titik Keseimbangan Model

Titik keseimbangan yang memungkinkan pada
sistem dinamika Eqg.1 adalah

T,(0,0,0), T,(K,0,0), T, (0, 0, —Z_j),

(K(dzlxz‘ﬂ‘gz) T(Kezaz—dz))
Keyay2+rg, ' ' Keyap2+rgy /)’
d
75 (0,-2,0),
5
91
T (K(d1“1+7”91) r(Kejay—d1) )
6 \Keqai2+1g, ' Kejai2+7rgy’ !

T( d1g2—dzB1 d291—d1ﬁz)
7\ B1B2-9192" B1P2-9192 /)’
T (K[BI_BZ] B3—By Bs—Bg
8 ’

By By By
dengan

B, = dyayf, + dya1 8, + 1B, B,

B, = diyg, + dyay9, + 19,9,

B; =dig, + dyay9, + 79,9,

B, = Kdye;aya; + Kreqa,9, + rdy 3,

B: = Kd,e,a;* + Kreja,B, +rdy9,

Bg = Kdye;aia; + Kreya,g, +1dq B,

B; = Keyaya,, + Keyaya, 8, + 76,8,
—(Keja,*g, + Ke,a,° g1 +1919,)

’

telah diketahui bahwa T;, (0,0,—%) dan
2

Ts (0,—%,0) merupakan titik keseimbangan
yang tidak relevan dengan kondisi biologi
sehingga tidak dapat dianalisis. T, terwujud jika
Ke,a, > d,. T, terwujud jika Keja; >d,. T,
terwujud jika BiB, > 9192 dig, > d,f, dan
d,B, < d,g,. Ty terwujud jika B; > By, B3 >
By, Bs > BgdanB; > 0

D. Analisis kestabilan titik keseimbangan model

Teorema 1 Titik keseimbangan T, (WL;”’Z} ,
Ke,ay2+1g,

rlests=du)) aan stabil lokal jika (et

Ke,a,241g, Kera2+79,
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ﬁlK(ez‘;z_dz) +dy,r< 2r(dyaz+793) “zK(‘?z“z_dz),
Ke,a,2+1g, Ke,a,2+1g, Ke,a,2+41g,
ex,K (dra,47g,) _ 29,7 (Keyay—dy) 4 14

Ke,a,2+1g, Ke,a,2+1g, + dz dan ]11]33 >
Jis)31-

. . . . - K(d
Bukti. Diberikan matriks Jacobi T, (X-2%2*792) g,
Ke,a,“+rg,

T(Keya,—ds)
Ke,a,2+1g,

) sebagai berikut.
Jh T i
](T4) = ]§1 ]gz ]33
51 J5 I
dengan
2r(d,a, +rg;) _ a,K(e,a, —dy)

Jh=r— 2 2
Ke,a,* +1g, Ke,a,*+1g,
_a1K(dzaz +79;)

4 _
12 Ke,a,2 +1g,
_ a,K(d,a, +19,)
Jis = Ke,a,2 +1g,
]gl = 0'
. _ auK(day +1g,) PBiK(epa, —dy) d
27 Ke,a,2+7g, Ke,a,2 +71g, !
J33=0,
4 _ e,apr(Keya, — dy)
Js1 = Ke,a,2+rg, '
4 _ _Bzr(Keza’z —d,)
Js2 = Ke,a,? +rg,
4= e, 0K (dya, +1g;)  2g,7(Kepa, —dy) ,

Ke,a,% +rg, Ke,a,% +rg,

Persamaan karakteristik dari matriks J(T,)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,) —AD) =0 3)
Salah satu akar dari EQ3 adalah
elalK(d22a2+rg2) _ BiK(e,ap—dy) d,. Nilai eigennya
Ke,a,2+1g, Ke,a,2+1g,
akan bernilai negatif jika £%K{a%et7gy)
Ke,a,%+rg,
Bif(ea®2-dy) L g Dua nilai  eigen lainnya

Ke,a,2+1g,
merupakan akar-akar persamaan kuadrat berikut
ini.

A2 — /101}1 +]§3) +]f1]§‘f3 _]f3]§1 =0 (4)

Jumlah akar-akar dari Eq.4 bernilai positif jika
Ut +7J4) <0,JH <0,/4 < 0 . Hasil kali akar-
akarnya bernilai positif jika /1 /33 > J13/31.

Teorema 2 Titik keseimbangan
d —d .
To (Seattron) TEad) g)  akan stabil jika
Keja 2+1g,’  Keja,;2+rg,
ezazK(d12a1+rg1) B1T(Ke1a1_d1)+d2‘,r <
Keia 2+1g, Keia,2+rg,
2r(dya,+7rg;) |, ayr(Kejay—d,) e 1K (dya,+7191)
Keja,2+7g, Keja 2+rg, ' Keja,2+rg,
2g,r(Keya,—d

2 4 dy dan JPiJ3, > JP,J5,.

Keja 2+1g,
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Bukti. Diberikan matriks Jacobi
o (Ahentro) TG ) sehagai berikut,

Keia2+rg,’ Keja2+rg,
Jo I I
](Ts) = 1261 ]262 ]263
SIS IS5
dengan
; 2r(d,ay +1g,) ar(Keya, —dy)
=71r — —_
1 Ke a2 +rg, Ke,a,?> +1rg,
6 a,K(d,a; +1g,)
Jiz =—

Ke a2 +rg,
_ a,K(d,a; +1g1)

]163 = 2
Kejai® +1g,
JS, = e;a;r(Keja; — d,)
2 Ke a2 +1g;
JS, = ey K(dyay +7g;) _ 2g:r(Keyay — dy) _d
22 Ke,a,2 +71g, Ke a2 +71g; !
pir(Keja; —dy)

6 — _ 6 — 0 6 — 0
J23 Ke,a,% + g, 2 J31 \J32

¢ _ 2mK(dia,+1g,) Pir(Kejay —dy) d
33 = - —a;

Ke a2 +1rg, Ke a.? +1rg,

Persamaan karakteristik dari matriks J(Ty)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,) = A1) = 0 )
Salah satu akar dari EQ5 adalah
et K@antrgy) _ fureci-d) _ g - Nilai eigennya
Keja ?+1g, Keja,2+71g,
akan bernilai negatif jika M
Keja,2+1g;
Bir(Keiay—dy) ai e :
Keiayztrg, T Dua nilai eigen lainnya

merupakan akar-akar persamaan kuadrat berikut
ini.

A2 — 1(1161 +]262) +]161]262 _]162]261 =0 (6)

Jumlah akar-akar dari Eq.6 bernilai positif jika
Js, +7J%,) < 0,75 <0,J8, < 0 . Hasil kali akar-
akarnya bernilai positif jika J£,J$, > J£,]5,.

Teorema 3 Titik keseimbangan Tg(P*, Hf, H3)
akan stabil jika <=+ +apH,’
e;a;P* < 2g.H," + B H,” +d, e,a, P* <
BHy" +2g,H," +dy, Ji1)zz +J14)33 +J22)33 >
J12J21 + J13Jz1 +J23)32 dan —(i1+J22 +
J33)UriJaz + J11Jas + J22J33 = J1zJ21 — J1afa1 —
J23J32) > J11)23)32 + J12J21)33 + J13J31)22 —
J122J33 = J12J23)31 — J13)32)21

Bukti. Diberikan matriks Jacobi dari Tg (P}, Hi,,
H;_ )sebagai berikut.

1 Jiz Jis
J= []21 J22 ]23]
31 Jaz Ja3
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dengan

2rp* * * "
Jin=1r-— % —aHy —ayHy i, = —aq P
Jiz = —a;P" J; = eqai Hy

J22 = eqayP* —2g,H," — BiH,” — dy,
J2s = —BiHy'\ J31 = e;aHy,
J32 = _Bsz*a
J33 = e,a,P" — B,H," — 2g,H,” — d,
K(d;s +d,t +ru)
"~ Keya;s + Keya,t +1u
= Ka,v + Krw +rx
' " Keja;s+ Keyart +1u
Bt = Kawv+Kry+rz
> 7 Keja;s+Keyapt +1u
S =B, — a1 gyt = a1y —azgy,u
=af; — 19>
v =die,a, —dye aq, W= e,a,B — e ga,
X = dig, — dyB1,y = ;0,91 — €115, Zz=
dif; — dy9;-

*

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi

diatas adalah

AB+A 22 +A4,1+4;,=0 (7

Ay = =11+ )22 +]33)

Ay = JiJaz +J1J33 + J22)33 = J12J21 — Jis)a
— J23/32

As = J11J23)32 + J12)21)33 +J13)3122 — J11)22)33
— J12J23)31 = J13J32)21

Nilai eigen dari Eq.9 akan bernilai negatif, jika
A;>0,4,>0,4;>0,dan A A, > A;.

F. Simulasi numerik

Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
yaitu r = 1.5,K = 10000, a; = 0.000022, a, =
0.000022,e; = 0.5,¢, = 0.5,d; =

0.00055,d, = 0.00065, 8, = 0.0000008, 3, =
0.0000010, g, = 0.000022, g, =

0.000022,q, =q, =1

Titik keseimbangan yang diperoleh yaitu Ty =
(47.84307497, 24.37102922, 18.90883100)
Matriks Jacobi dari Ty adalah

—0.000048 —0.001052 —0.001052
J(Tg) | 0.000536 —0.000487 —0.000019
0.000416 —0.000019 —0.000378

Persamaan karakteristik yang dibentuk dari J(T)
adalah
A% +0.0009134% + 0.0000014 + 4.164315
x 10710

Nilai eigen yang diperoleh adalah
—0.000252861601033817
+0.0009784859714651691,—0.000252861601033817
—0.0009784859714651691,—0.000407717077432367

Dengan menggunakan nilai awal P(0) =
40, H,(0) = 20, H,(0) = 18 maka diperoleh hasil
simulasi dari Persamaan 2 adalah sebagai berikut
sebagai berikut.
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Gambar 2. Plot pertumbuhan populasi pemangsa
pertama

Gambar 3. Plot pertumbuhan populasi pemangsa
kedua

V. KESIMPULAN

Model mangsa-pemangsa dengan interaksi
intraspesifik memiliki dinamika populasi yang
menarik. Sistem yang dirancang seperti model
populasi tersebut akan bertahan cukup lama
setidaknya dengan jumlah populasi pemangsa
setengah dari jumlah mangsa.
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