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Abstract— Penentuan nilai 

ketidakteraturan dan nilai total 

ketidakteraturandari semua graf belum 

dapat dilakukan secara lengkap. Penelitian 

ini bertujuan untuk menentukan nilai 

ketidakteraturan graf series parallel 

𝒔𝒑(𝒎, 𝒓, 𝟐) untuk 𝒎 ≥ 𝟒, 𝒓 ≥ 𝟑. Penentuan 

nilai ketidakteraturan graf series parallel  

dilakukan dengan menentukan batas bawah 

terbesar dan batas atas terkecil. Batas bawah 

dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan 

teorema pendukung lainnya, sedangkan 

batas atas dianalisis dengan pemberian label 

pada titik dan sisi pada series parallel. 

Berdasarkan hasil penelitian ini diperoleh 

nilai ketidakteraturan series parallel, 

𝒔(𝒔𝒑(𝒎, 𝒓, 𝟐)) = 𝒎𝒓+ 𝟏, untuk 𝒎 ≥ 𝟒, 𝒓 ≥

𝟑 dan nilai total ketidakteraturan titik graf 

series parallel,𝒕𝒗𝒔(𝒔𝒑(𝒎,𝒓, 𝟐)) = ⌈
𝟐𝒎𝒓+𝟐

𝟑
⌉, 

untuk 𝒎,𝒓 ≥ 𝟑. 
 

Kata Kunci— Graf series parallel, nilai 

ketidakteraturan,  

I. PENDAHULUAN 

Teori graf pertama kali diperkenalkan 

oleh Leonhard Euler, seorang matematikawan 

berkembangsaan Swiss, pada tahun 1736. 

Penelitian mengenai teori graf terus mengalami 

perkembangan. Salah satu pembahasan yang 
terus berkembang adalah pelabelan pada graf. 

Objek kajiannya berupa graf yang secara umum 

direpresentasikan oleh titik dan sisi serta 

himpunan bagian bilangan asli yang disebut 

label. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan 

oleh Sadlack, kemudian dilanjutkan oleh 

Stewart, Kotzig, dan Rosa (Kotzig & Rosa, 

1970). 

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu 

fungsi yang memetakan unsur-unsur graf ke 

suatu himpunan bilangan. Suatu pelabelan 

dengan domain berupa himpunan titik dari suatu 

graf disebut pelabelan titik, sedangkan 

pelabelan dengan domain berupa himpunan sisi 

dari suatu graf disebut pelabelan sisi. Apabila 

domain dari pemetaan tersebut adalah gabungan 

himpunan titik dan himpunan sisi maka 

pelabelan tersebut dinamakan pelabelan total 

(Wallis, 2001). 
 Pelabelan sisi dan titik dari graf dapat 

dilakukan dengan banyak cara. Salah satu cara 

yang dapat digunakan adalah melabelinya 

dengan bilangan. Konsep pelabelan tidak teratur 

pada suatu graf pertama kali diperkenalkan oleh 

Chartrand.Pelabelan tidak teratur pada graf 𝐺 

didefinisikan sebagai suatu pemetaan yang 

memetakan himpunan sisi dari 𝐺 ke himpunan 

bilangan {1,2,… , 𝑤} sedemikian sehingga 
semua titik mempunyai bobot yang berbeda. 

Bobot titik 𝑥 pada pelabelan ini adalah jumlah 

semua label sisi yang terkait pada 𝑥. Nilai 

ketidakteraturan (irregular labeling) dari 𝐺, 

dinotasikan dengan 𝑠(𝐺), adalah bilangan bulat 

positif terkecil 𝑤 sedemikian sehingga 𝐺 

mempunyai suatu pelabelan 𝑤 tidak teratur 
(Chartrand et al., 1986). 

Beberapa ahli telah menentukan nilai 

ketidakteraturan dari beberapa graf.Chartrand et 

al (1986), menentukan nilai ketidakteraturan 

pada graf regular-d. Anolcher dan Palmer 

(2012), menentukan nilai ketidakteraturan pada 

graf circulant.Ahmad et al(2014), menentukan 

nilai ketidakteraturan pada beberapa kelas 

khusus uncyclic.  

Pada tahun 2015, Rajasingh telah 

menentukan nilai total ketidakteraturan sisi pada 

graf series parallel (Rajasingh &Arockiamary, 
2015). Namun belum menentukan nilai 

ketidakteraturan graf series parallel. Penelitian 

ini bertujuan untukmenentukan batas bawah 

terbesar dan batas atas terkecil sehingga 

diperoleh nilai ketidakteraturan pada graf series 

parallel yang eksak. 
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II. METODE PENELITIAN 

A. Tahap Studi Literatur  

Pada tahap ini dilakukan identifikasi 

permasalahan dengan mencari referensi yang 

menunjang penelitian. Pemahaman mengenai 

masalah kestabilan sangat membantu dalam 

penyelesaian model tersebut.  

B. Tahap Rancangan Penelitian  

Penentuan nilai ketidakteraturan graf series 

parallel dilakukan dengan menentukan batas 

bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas 

bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan 

teorema pendukung lainnya, sedangkan batas 

atas dianalisis dengan pemberian label sisi pada 

series parallel. Jika batas bawah sama dengan 

batas atas maka diperoleh nilai ketidakteraturan 

yang eksak. 
  

C. Tahap Kesimpulan 

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model 

yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari 

simulasi.  

 

III. HASIL DAN PEMBAHASAN 

A. Graf Series Parallel 
       Graf series parallel didefinisikan sebagai 

berikut: 

Definisi 1 Graf series parallel pada 𝐺adalah 

suatu graf rantai dimana setiap bloknya 

merupakan graf theta yang diperumum. Graf 

Series parallel dinotasikan dengan 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 𝑙). 

 

 

Gambar 1 menunjukkan graf series parallel 

untuk 𝑙 = 2.  
 

Didefinisikan himpunan titik 𝑉 = {𝑥𝑖,𝑗 , 𝑦𝑖,𝑗| 𝑗 =

1,2,… , 𝑟} ∪ {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3} dan himpunan sisi 𝐸 =
{𝑧3𝑥𝑖,1, 𝑧1𝑥𝑖,𝑟 , 𝑧1𝑦𝑖,1, 𝑧2𝑦𝑖,𝑟} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1|𝑗 = 1,2,… , 𝑟 − 1}, untuk 

suatu 𝑖 = 1,2,… ,𝑚. 
 

B. Nilai Ketidakteraturan Series Parallel 

Definisi 2 Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah suatu graf 

sederhana. Pelabelan sisi 𝜆: 𝐸 → {1,2,3,… ,𝑤} 
disebut pelabelan−𝑤  tidak teratur (irregular 

labeling) pada graf 𝐺 jika untuk setiap dua titik 

yang berbeda pada 𝑉, berlaku 𝑤𝑡(𝑥) ≠
𝑤𝑡(𝑦). Dimana 

𝑤𝑡(𝑥) = ∑ 𝜆(𝑥𝑢)

𝑥𝑢∈𝐸(𝐺)

 

Teorema 1 Misalkan G adalah suatu graf 

regular−𝑑 maka batas bawah nilai 

ketidakteraturan titik graf  G, untuk 𝑑 ≥ 2 

adalah sebagai berikut 

𝑠(𝐺) ≥ ⌈
𝑛 + 𝑑 − 1

𝑑
⌉. 

Dalam penentuan nilai ketidakteraturan 

pada graf series parallel,  diawali dengan 

menentukan batas bawah dan batas atas. Batas 

bawah series parallel untuk 𝑚 = 4,5,6 dan 𝑟 =
3dianalisis dengan menggunakan sifat-sifat 

series parallel serta berdasarkan Teorema 1. 

Sedangkan batas atas dianalisis dengan 

pemberian label sisi pada graf series parallel 

𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) untuk 𝑚 = 4, dan 𝑟 = 3 (lihat 

Gambar 2) dengan mempertahankan pola 

pelabelan. Berdasarkan Gambar 2 diperoleh 

nilai ketidakteraturan series parallel untuk 𝑚 =
4, dan 𝑟 = 3, 𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) = 13.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Hal yang sama dilakukan untuk 

sebarang 𝑚 dan 𝑟  dapat dilihat pada Tabel 1 

berikut. 
     Tabel 1 Nilai Ketidakteraturan 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) 

 
3 4 5 ⋯ r 

4 13 17 21 ⋯ (4.r)+1 

5 16 21 26 ⋯ (5.r)+1 

6 19 25 31 ⋯ (6.r)+1 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

m (m.3)+1 (m.4)+1 (m.5)+1 ⋯ 𝑚𝑟 + 1 

 

Berdasarkan Tabel 1diasumsikan 

bahwa nilai ketidakteraturan titik pada graf 

Gambar 1 Graf Series Parallel 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) 
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Gambar 2 Pelabelan−13 Sisi 𝑠𝑝(4,3,2) 

m 
r 



Volume 1, No. 1, Maret 2019 
 

7 

 

series parallel yaitu 𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) = 𝑚𝑟 +

1. Hasil ini dituliskan pada Teorema  sebagai 

berikut. 

 

Teorema 2 Untuk 𝑚 ≥ 4 dan 𝑟 ≥ 3, maka nilai 

ketidakteraturan dari graf series 

parallel𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) adalah 

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) = 𝑚𝑟 + 1. 
Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≥
𝑚𝑟 + 1, maka digunakan Teorema 1. Derajat 

minimum dari 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) adalah 𝛿 = 2, 

banyaknya titik yang berderajat 2 adalah 𝑛2 =
2𝑚𝑟. Maka berdasarkan Teorema 1 diperoleh  

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≥ ⌈
𝑛𝛿 + 𝛿 − 1

𝛿
⌉

= ⌈
2𝑚𝑟 + 2 − 1

2
⌉

= 𝑚𝑟 + 1. 
 
 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≤ 𝑚𝑟 + 1. 

Untuk membuktikan hal tersebut akan 

dikonstruksi suatu pelabelan sisi tidak teratur 

padaseries parallel𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) dan misalkan 

𝑠 = 𝑚𝑟 + 1. 
Konstruksi suatu pelabelan sisi 𝝀 pada 

𝒔𝒑(𝒎, 𝒓, 𝟐) 
Kasus I untuk 𝑟 ganjil 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚, didefinisikan 𝜆 sebagai 

berikut : 

𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) = 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1) 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1)

=

{
 

 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗)) , 𝑗 = 1,3, … , 𝑟 − 2

𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1) , 𝑗 = 2,4, … , 𝑟 − 1

 

𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) = 1 

𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) = 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1) 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1)

=

{
 

 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗)) , 𝑗 = 1,3, … , 𝑟 − 2

𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1) , 𝑗 = 2,4, … , 𝑟 − 1

 

𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟) = 𝑠 

 

Kasus II untuk 𝑟 genap 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚, didefinisikan 𝜆  sebagai 

berikut : 

𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) = 𝑠 − (
𝑚𝑟

2
) 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1)

=

{
 

 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1) , 𝑗 = 1,3, … , 𝑟 − 1

𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗)) , 𝑗 = 2,4, … , 𝑟 − 2

 

𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) = 1 

𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) = 𝑠 − (
𝑚𝑟

2
) 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1)

=

{
 

 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1) , 𝑗 = 1,3, … , 𝑟 − 1

𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗)) , 𝑗 = 2,4, … , 𝑟 − 2

 

𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟) = 𝑠 

 

Bobot titik pada 𝒔𝒑(𝒎, 𝒓, 𝟐) 
Berdasarkan fungsi pelabelan 𝜆 tersebut, maka 

diperoleh bobot titik-titik dari graf 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) 
sebagai berikut. 

Kasus I untuk 𝑟 ganjil 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 dan 𝑗 = 1,2,… , 𝑟 − 1 

diperoleh 

𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑟) = 𝜆(𝑥𝑖,𝑟−1𝑥𝑖,𝑟) + 𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + (𝑟 − 1) + 1) − 𝑖 + 1))

+ (1) 

= 𝑠 − 𝑚𝑟 + 𝑖 
𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑗) = 𝜆(𝑥𝑖,𝑗−1𝑥𝑖,𝑗) + 𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗))) + (𝑠

− (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1)) 

= 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑥𝑖,1) = 𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) + 𝜆(𝑥𝑖,1𝑥𝑖,2) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1)) 

    + (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1))) 

= 2𝑠 −𝑚𝑟 − 𝑚 + 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,1) = 𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) + 𝜆(𝑦𝑖,1𝑦𝑖,2) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1)) 

    + (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 1))) 

= 2𝑠 −𝑚𝑟 + 𝑖 − 1 
 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,𝑗) = 𝜆(𝑦𝑖,𝑗−1𝑦𝑖,𝑗) + 𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗)))

+ (
𝑠

− (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1)) 

= 2𝑠 −𝑚(𝑟 − 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,𝑟) = 𝜆(𝑦1,𝑟−1𝑦1,𝑟) + 𝜆(𝑧2𝑦1,𝑟) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 1) + 1) − 𝑖 + 1))

+ 𝑠 

= 2𝑠 −𝑚 + 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑧3) =∑𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1)

𝑚

𝑖=1

 

=∑(𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1))

𝑚

𝑖=1
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𝑤𝑡(𝑧1) =∑𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟)

𝑚

𝑖=1

+∑𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1)

𝑚

𝑖=1

 

= 𝑚 +∑(𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1))

𝑚

𝑖=1

 

𝑤𝑡(𝑧2) =∑𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟)

𝑚

𝑖=1

 

= 𝑚𝑠 
 

Kasus II untuk 𝑟 genap 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 dan 𝑗 = 1,2,… , 𝑟 − 1 

𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑟) = 𝜆(𝑥𝑖,𝑟−1𝑥𝑖,𝑟) + 𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + (𝑟 − 1) + 1) − 𝑖 + 1))

+ (1) 
= 𝑠 −𝑚𝑟 + 𝑖 

𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑗) = 𝜆(𝑥𝑖,𝑗−1𝑥𝑖,𝑗) + 𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗))) 

    + (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1)) 

= 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑥𝑖,1) = 𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) + 𝜆(𝑥𝑖,1𝑥𝑖,2) 

= (𝑠 − (
𝑚𝑟

2
)) + (𝑠 − (

𝑚

2
(𝑟 + 1 + 1) − 1

+ 1)) 

= 2𝑠 −𝑚𝑟 − 𝑚 + 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,1) = 𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) + 𝜆(𝑦𝑖,1𝑦𝑖,2) 

= (𝑠 − (
𝑚𝑟

2
)) + (𝑠 − (

𝑚

2
(𝑟 − 1 + 1) − 1

+ 1)) 

= 2𝑠 −𝑚𝑟 + 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,𝑗) = 𝜆(𝑦𝑖,𝑗−1𝑦𝑖,𝑗) + 𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗))) 

     +(𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − 𝑗 + 1) − 𝑖 + 1)) 

= 2𝑠 −𝑚(𝑟 − 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑦𝑖,𝑟) = 𝜆(𝑦1,𝑟−1𝑦1,𝑟) + 𝜆(𝑧2𝑦1,𝑟) 

= (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 1) + 1) − 𝑖 + 1))

+ 𝑠 

= 2𝑠 −𝑚 + 𝑖 − 1 

𝑤𝑡(𝑧3) =∑𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1)

𝑚

𝑖=1

 

=∑(𝑠 − (
𝑚𝑟

2
))

𝑚

𝑖=1

 

𝑤𝑡(𝑧1) =∑𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟)

𝑚

𝑖=1

+∑𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1)

𝑚

𝑖=1

 

= 𝑚 +∑(𝑠 − (
𝑚𝑟

2
))

𝑚

𝑖=1

 

𝑤𝑡(𝑧2) =∑𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟)

𝑚

𝑖=1

 

= 𝑚𝑠 
 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot 

setiap titik pada 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2) berbeda untuk 𝑖 =
1,2,… ,𝑚dan 𝑗 = 2,3,… , 𝑟 − 1. Perhatikan 

bahwa 

1. 𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑟) = 𝑠 − 𝑚𝑟 + 𝑖    

<  𝑠 − 𝑚𝑟 + 𝑖 + 1
= 𝑤𝑡(𝑥𝑖+1,𝑟) 

2. 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑟) = 𝑠 −𝑚𝑟 +𝑚   

< 2𝑠 − 2𝑚𝑟 +𝑚
= 𝑤𝑡(𝑥1,𝑟−1) 

3. 𝑤𝑡(𝑥𝑖,𝑗) = 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

< 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖

= 𝑤𝑡(𝑥𝑖+1,𝑗) 

4. 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑗) = 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) +
𝑚

2
− 1 

< 2𝑠 − 2𝑚(𝑟 + 𝑗) +
𝑚

2
= 𝑤𝑡(𝑥1,𝑗−1) 

5. 𝑤𝑡(𝑥𝑚,2) = 2𝑠 − 𝑚𝑟 −𝑚 − 1 

< 2𝑠 −𝑚𝑟 −𝑚 = 𝑤𝑡(𝑥1,1) 

6. 𝑤𝑡(𝑥𝑚,1) = 2𝑠 − 𝑚𝑟 − 1 

< 2𝑠 − 𝑚𝑟 = 𝑤𝑡(𝑦1,1) 

< 2𝑠 −𝑚𝑟 + 1 = 𝑤𝑡(𝑦2,1) 

7. 𝑤𝑡(𝑦𝑖,𝑗) = 2𝑠 −𝑚(𝑟 − 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖 − 1 

< 2𝑠 −𝑚(𝑟 − 𝑗) −
𝑚

2
+ 𝑖

= 𝑤𝑡(𝑦𝑖+1,𝑗) 

8. 𝑤𝑡(𝑦𝑚,𝑗) = 2𝑠 − 𝑚(𝑟 − 𝑗) +
𝑚

2
− 1 

< 2𝑠 −𝑚(𝑟 − 𝑗) +
𝑚

2
= 𝑤𝑡(𝑦1,𝑗+1) 

9. 𝑤𝑡(𝑦𝑚,𝑟−1) = 2𝑠 − 𝑚− 1 

< 2𝑠 −𝑚 = 𝑤𝑡(𝑦1,𝑟) 

10. 𝑤𝑡(𝑦𝑚,𝑟) = 2𝑠 − 1 

<∑(−(
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 1))

= 𝑤𝑡(𝑧3) 

11. 𝑤𝑡(𝑧3) = ∑ (𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1))𝑚

𝑖=1  

< 𝑚 +∑(𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 + 1) − 𝑖 + 1))

𝑚

𝑖=1

 

< 𝑚𝑠 = 𝑤𝑡(𝑧2) 
Berdasarkan definisi bobot titik tersebut, 

diperoleh 

𝑤𝑡(𝑥1,𝑟) < 𝑤𝑡(𝑥2,𝑟) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑟) 

< 𝑤𝑡(𝑥1,𝑟−1) < 𝑤𝑡(𝑥1,𝑟−1) < ⋯ <

𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑟−1) < 𝑤𝑡(𝑥1,𝑟−2) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥1,1) <
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𝑤𝑡(𝑥2,1) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,1) < 𝑤𝑡(𝑦1,1) <

𝑤𝑡(𝑦2,1) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑦𝑚,1) < 𝑤𝑡(𝑦1,2) <

𝑤𝑡(𝑦2,2) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑦𝑚,2) < 𝑤𝑡(𝑦1,3) < ⋯ <

𝑤𝑡(𝑦1,𝑟) < 𝑤𝑡(𝑦2,𝑟) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑦𝑚,𝑟) <

𝑤𝑡(𝑧3) < 𝑤𝑡(𝑧1) < 𝑤𝑡(𝑧2).  
 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa bobot setiap 

titik pada 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)berbeda. Maka 𝜆  yang 

dikonstruksikan tersebut merupakan suatu 

pelabelan sisi tidak teratur  pada 𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2). 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label  

terbesar yang digunakan adalah𝑠 sebagai 

berikut. Misalkan 𝑠 = 𝑚𝑟 + 1untuk 𝑚 ≥ 4, 𝑟 ≥
3maka 

Kasus I untuk 𝑟 ganjil 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

1. 𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) ≤ 𝜆(𝑧3𝑥𝑚,1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(3 + 1) −𝑚 + 1) 

= 𝑠 − (𝑚 + 1) < 𝑠 

2. Untuk 𝑗 = 1,3,… , 𝑟 − 2 maka 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑥𝑚,1𝑥𝑚,2) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(3 + (1))) 

= 𝑠 − 2𝑚 < 𝑠 

3. Untuk 𝑗 = 2,4,… , 𝑟 − 1 maka 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑥𝑚,2𝑥𝑚,3) 

= −(
𝑚

2
(3+ (2) + 1) − 1 + 1) 

= 𝑠 − 3𝑚 < 𝑠 

4. 𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) ≤ 𝜆(𝑧1𝑥𝑚,𝑟) = 1 < 𝑠 
 

5. 𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) ≤ 𝜆(𝑧1𝑦𝑚,1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(3 + 1) −𝑚 + 1) 

= 𝑠 − (𝑚+ 1) < 𝑠 

6. Untuk 𝑗 = 1,3,… , 𝑟 − 2 maka 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑦𝑚,𝑟−2𝑦𝑚,𝑟−1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 2))) 

= 𝑠 − 𝑚 < 𝑠 

7. Untuk 𝑗 = 2,4,… , 𝑟 − 1 maka 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑦𝑚,𝑟−1𝑦𝑚,𝑟) 

= −(
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 1) + 1) − 𝑚 + 1) 

= 𝑠 − 1 < 𝑠 

8. 𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟) ≤ 𝜆(𝑧2𝑦𝑚,3) = 𝑠 

Kasus II untuk 𝑟 genap 

Untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

1. 𝜆(𝑧3𝑥𝑖,1) ≤ 𝜆(𝑧3𝑥𝑚,1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(4)) = 𝑠 − 2𝑚 < 𝑠 

2. Untuk 𝑗 = 1,3,… , 𝑟 − 1 maka 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑥𝑚,1𝑥𝑚,2) 

=  −(
𝑚

2
(4 + (1) + 1) − 𝑚+ 1) 

= 𝑠 − (2𝑚 + 1) < 𝑠 

3. Untuk 𝑗 = 2,4,… , 𝑟 − 2 maka 

𝜆(𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑥𝑚,2𝑥𝑚,3) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(4 + (2))) 

= 𝑠 − 3𝑚 < 𝑠 

4. 𝜆(𝑧1𝑥𝑖,𝑟) ≤ 𝜆(𝑧1𝑥𝑚,𝑟) = 1 < 𝑠 

5. 𝜆(𝑧1𝑦𝑖,1) ≤ 𝜆(𝑧1𝑦𝑚,1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(4)) = 𝑠 − 2𝑚 < 𝑠 

6. Untuk 𝑗 = 1,3,… , 𝑟 − 1 maka 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑦𝑚,𝑟−1𝑦𝑚,𝑟) 

= −(
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 1) + 1) − 𝑚 + 1) 

= 𝑠 − 1 < 𝑠 

7. Untuk 𝑗 = 2,4,… , 𝑟 − 2 maka 

𝜆(𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1) ≤ 𝜆(𝑦𝑚,𝑟−2𝑦𝑚,𝑟−1) 

= 𝑠 − (
𝑚

2
(𝑟 − (𝑟 − 2))) 

= 𝑠 − 𝑚 < 𝑠 

8. 𝜆(𝑧2𝑦𝑖,𝑟) ≤ 𝜆(𝑧2𝑦𝑚,𝑟) = 𝑠 

Dengan demikian 𝜆 merupakan suatu 

pelabelan−𝑠 sisi tidak teratur titik dengan 𝑠 =
𝑚𝑟 + 1 untuk 𝑚 ≥ 4, 𝑟 ≥ 3. Artinya, 

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≤ 𝑚𝑟 + 1. Karena 

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≥ 𝑚𝑟 + 1 dan 𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) ≤

𝑚𝑟 + 1, maka 

𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) = 𝑚𝑟

+ 1                           ∎. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

IV. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan 

penelitian, diperoleh kesimpulan bahwa nilai 

ketidakteraturan pada series perallel untuk 𝑚 ≥
4 dan 𝑟 ≥ 3 yaitu𝑠(𝑠𝑝(𝑚, 𝑟, 2)) = 𝑚𝑟 + 1. 
Pembahasan  mengenai  pelabelan  tidak teratur 

titik masih  terbuka  bagi  peneliti lain untuk 

melanjutkan penelitian ini dan dapat juga 

melakukan penelitian yang sejenis dengan jenis-

jenis graf yang berbeda. 
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