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Abstrak— Teori graf merupakan salah satu
cabang ilmu matematika yang mempelajari
tentang objek-objek diskrit. Salah satu konsep
yang dipelajari dalam teori graf adalah
pewarnaan titik yang bertujuan mencari
bilangan kromatik. Penelitian ini dilakukan
dengan mengkayji graf hasil operasi korona dua
jenis graf yakni graf kipas dengan graf kipas
dan graf buku segitiga dengan graf buku
segitga. Hasil yang ditemukan dalam penelitian
ini berupa jumlah titik dan jumlah sisi serta
teorema bilangan kromatik pada graf hasil
operasi korona graf kipas dengan graf Kipas
dan graf buku segitiga dengan graf buku
segitiga.

Kata Kunci— bilangan kromatik, graf Kipas,
graf buku segitiga, operasi korona graf

|. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu
Matematika yang telah tua usianya. Graf
digunakan untuk merepresentasikan objek-objek
diskrit dan hubungan antara objek-objek.
Representasi visual dari graf adalah dengan
menyatakan objek sebagai noktah, bulatan atau
titik (verteks) sedangkan hubungan antara objek
dinyatakan dengan garis atau sisi (edge). Teori
graf merupakan topik yang banyak mendapat
perhatian saat ini karena model-model yang ada
pada teori graf berguna untuk aplikasi yang luas.

Salah satu konsep yang dipelajari dalam graf
yaitu pewarnaan titik (vertex coloring).
Pewarnaan titik pada suatu graf G adalah
pemberian warna berbeda pada setiap titik yang
bertetangga di G, sehingga tidak ada dua titik yang
bertetangga dengan warna yang sama. Secara
umum pewarnaan titik dari graf G = (V,E) dengan
k warna adalah suatu pemetaan c:V(G) —»
{1.2 ...k} sedemikian sehingga c (x;) # c(x,)
untuk setiap (x;) dan (x,) yang bertetangga di G.

Sementara itu, banyaknya warna minimum yang
dapat digunakan untuk mewarnai titik disebut
bilangan kromatik (y(G)). Konsep pewarnaan graf
muncul sebagai model dalam memecahkan
permasalahan pewarnaan peta.

Teknik pewarnaan sering digunakan untuk
mewarnai operasi graf-graf khusus berorde sama
dan tidak berorde sama. Auli Mardhaningsih
dalam penelitiannya telah menemukan bilangan
kromatik lokasi untuk graf lengkap K,Q® K,
untuk n = 1 dan m > 1 dengan teorema barunya
yaitu m+1 jikam=1 m+2 jika 2<n<
m+1,dan n jikan>m+ 1. Selanjutnya
penelitian lainnya juga telah dilakukan oleh Safira
Izza Ghafrina dkk, dalam artikel mereka yang
berjudul “Pewarnaan Titik Total Anti Ajaib Lokal
Pada Graf Operasi Korona Dan Keterampilan
Berfikir Tingkat Tinggi” menemukan bilangan
kromatik total anti ajaib pada korona graf cycle
dengan graf lengkap C,®K,, adalah sebagai
berikut. y;, = 3 jika n genap m ganjil, dan y;, =
4 jika n ganjil m genap. Penelitian-penelitian lain
juga telah dilakukan pada beberapa graf khusus
lainnya  namun belum ada penelitian yang
mengkaji tentang pewarnaan titik pada korona
graf kipas dengan graf kipas dan graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga.

Graf yang digunakan dalam penelitian ini
adalah graf kipas dan graf buku segitiga. Graf
kipas adalah graf yang dinotasikan dengan E,
dimana n> 2 yaitu graf yang didapat dengan
menghubungkan semua titik dari graf lintasan P,
pada suatu titik yang disebut titik pusat graf.
Sedangkan Graf buku segitiga merupakan graf
yang dinotasikan dengan Bt, yaitu graf yang
terdiri dari sejumlah n buah segitiga (n > 2)
dengan setiap segitiga memiliki sebuah sisi yang
dipakai bersama atau dengan kata lain setiap
segitiga memiliki dua titik yang dipakai bersama.
Sementara itu operasi yang digunakan adalah
operasi korona graf yang di definisikan sebagai
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operasi dari dua graf G; (V4,E;) dan G, (V,, E5,)
dinotasikan degan G;(®G,, yaitu graf yang
diperoleh dari mengambil sebuah duplikat dari
graf G, dan |V (G,)| duplikat dari G,
(G21,G22,Gz3 o vvv e G ygy) kemudian
menghubungkan titik ke-i dari G, ke setiap titik di
G, 1=1,23..|VG,].

Berdasarkan hal tersebut, maka penulis
tertarik untuk melakukan penelitian tentang
pewarnaan titik pada korona graf kipas dengan
graf kipas (F,®F,) dan graf buku segitiga dengan
graf buku segitiga (Bt,,®Bt,,).

Il. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah deduktif aksiomatik. Metode penelitian
yang menggunakan prinsip-prinsip deduktif dalam
logika matematika yaitu dengan menggunakan
aksioma atau teorema yang telah ada untuk
memecahkan suatu masalah.

Adapun rancangan penelitian yang digunakan
untuk pewarnaan titik pada graf hasil operasi
korona graf kipas dengan graf Kipas, dan graf
buku dengan graf buku adalah sebagai berikut:

1. Melakukan studi pustaka dengan mencari
referesi dari jurnal, buku, skripsi dan literasi
lainnya untuk dijadikan bahan penelitian.

2. Merepresentasikan graf kipas F,,, dan graf buku
Bt,, ke dalam operasi korona sehingga diperoleh
(F,®F,), dan (Bt,,®Bt,)

3. Observasi.

4. Melakukan pewarnaan titik pada (F,©F,), dan
(Bt,®Bt,,).

5. Menentukan bilangan kromatik pada (F,OF,),
dan (Bt, ®Bt,) dan mendefinisikannya.

6. Teorema baru dan pembuktian.

I1l. HASILDANPEMBAHASAN

Hasil yang didapat dalam penelitian ini berupa
observasi dan teorema dari pewarnaan titik pada
korona graf kipas dengan graf kipas (F,®F,) dan
graf buku segitiga dengan graf buku segitiga
(Bt,®Bt,). Namun sebelumnya kita akan
menyajikan teorema yang telah ada untuk
dijadikan sumber rujukan pada hasil penelitian,
kemudian akan dilanjutkan dengan definisi dan
hasil observasi dari korona graf kipas dengan graf

kipas dan graf buku segitiga dengan graf bukua,

segitiga.

Teorema 3.1. (Broogs) Misal G adalah suatu graf
terhubung. Jika G bukan graf lengkap atau graf
siklus ganjil maka :

x(G) = A(G)

Definisi 3.1 Operasi korona graf kipas F, dan F,
dinotasikan dengan F,®F, untuk n > 2 maka
himpunan titiknya adalah V (E,OF,) =
{A 3 U {4,x;11 <i<n}uU{4,4A,} U {x]1 <
isn}u{yxll<j<n 1<i<n}u
{y;41|1 < j < n}, dan himpunan sisi E (F,®F,) =
{Ax]l1<i<n}u {xx]1<i<n-
1} U{dyxyix|ll<j<nl<i<n} U
{ijl- YisXill<jsn-11<i< n}u
{424, yjA |1 <j <n}u
{yjA1 yjdi|1 <j<n-1}u

{4, yjA1|1<j<n} U4, 4,4} U
{xiiji|1 <js<nl<i Sn}u
{x; Ayx;|1 < i <n}.

Observasi 3.1. Dari Definisi di atas maka hasil
observasinya adalah |V (E,®F,)| = n? + 3n + 2,
dan |E(F,®F)| =3n% + 5n — 1.

Definisi 3.2 Operasi korona graf buku segitiga
Bt,, dan Bt,, dinotasikan dengan Bt,,®Bt,, untuk
n = 2 himpunan titiknya adalah V (Bt,,©Bt,) =
{A} u{4} U{x|1<j<n}u

{Bixj|1 <k <2,1<j<n}
U{BAl1<k<21<i<2}U
{mxjlt<l<ni<j<n}uU

{y4;|1 <1 <n,1<i<2}danhimpunan
sisinya adalah E (Bt,®Bt,) ={4,4,} U
{Axjl1<i<21<j<n}U

{Bixj Byy1xj| k=1, 1 <j<n}U
(Bixjyix|1<k<21<l<n1<j<n}U
(BeA; BeiAilk=1,1<i<2} U
BAiyAll<k<21<l<nl1<i<2}U
{x Bl <j<sni<k<2jU

{xjylxj|1s l<nl1l<j<n}U
{A;BLAll1<k<21<i<2}U
{A;yAll<l<n1<i<2}

Observasi 3.2 Dari definisi di atas maka hasil
observasinya adalah |V (Bt,®Bt,)| = n? + 5n +
6 dan |E(Bt,®Bt,| = 3n?+11n+7.

Pewarnaan Titik Pada Korona Graf Kipas
Dengan Graf Kipas (F, © Fj)

Pada bagian ini akan disajikan hasil tentang
pewarnaan titik pada korona graf kipas dengan
graf kipas di mana akan diawali dengan teorema
baru dan pembuktian serta dilanjutkan dengan
gambar sebagai visualisasi kebenaran.
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Teorema 3.2. Jika G adalah graf hasil operasi
korona graf Kipas dengan graf
kipas (F,©OF,), maka y (F,0OF,) =4 untuk n > 2

Bukti : Jumlah bilangan kromatik (F,OF,) = 4
untuk n > 2. Ini benar karena pewarnaan titik
(vertex coloring) pada suatu graf G adalah
pemberian warna berbeda pada setiap titik yang
bertetangga di G, sehingga tidak ada dua titik yang
bertetangga dengan warna yang sama. Secara
umum pewarnaan titik dari graf G = (V,E) dengan
k warna adalah suatu pemetaan c:V(G) -
{1.2 ...k} sedemikian sehingga ¢ (x;) # c(x;)
untuk setiap titik (x;) dan (x,) yang bertetangga di
G. Maka pewarnaan titik pada Graf (F,®F,) dapat
diilustrasikan dalam gambar 4.2 bahwasannya V
(A,) bertetangga dengan {x;|1 < i < n} sehingga
jika A; diwarnai dengan warna merah maka
{x;|]1 <i<n} tidak memiliki peluang warna
yang sama dengan A, selanjutnya untuk {x;|1 <

i < n} akan diwarnai denga kombinasi dua warnaB.

berbeda (kuning dan biru), karena sisinya
membentuk graf lintasan atau {x;x;,,|1 < i < n}.
Untuk sementara G, diwarnai dengan 3 warna
berbeda. Selanjutnya karena operasi korona graf
G,OG, diperoleh dari mengambil sebuah duplikat
dari graf G, dan |V (G,)| duplikat dari G,

(62'1, 62'2, 6213 TR GZ,lVGll) kemUdian
menghubungkan titik ke-i dari G, ke setiap titik di
Gy, 1= 1,23...|VG,]|. sehingga warna V(Gy4,)

tidak boleh sama dengan titik x; pada G,, tetapi
dapat menggunakan warna pada V(G,) — x;, yaitu
2 warna. Oleh karena G,; membutuhkan 3 warna
sehingga diperlukan satu warna tambahan.
Dengan demikian maka warna yang digunakan
adalah 4 warna. Sedangkan untuk pewarnaan G,
dilakukan sama seperti G,, tetapi penambahan
warnanya dapat menggunakan warna dari keempat
warna yang ada selain warna yang ada pada G,
dan x,. Hal yang sama dapat dilakukan untuk
{G,:]3 < i <n}danG,, A,
Berikut adalah fungsi pewarnaan titik (F,®OF,).
lLLv=A4,
Lv=A4x;1<i<n
2,v=x;i=ganji;b1<i<n
2,v=yx;j=ganjib1<j<mn
i=genap;2<i<n
2,v =44,
fW)\3,v=x;i=genap;2<i<n
3, v=yx;] = ganjil, 1< j <n;
i=ganjil;1<i<n
3 v=yjA;j=ganjib1<j<n
4v=yx;j=genap;1<jsn1<i<n
4,v=yjA;;j =genap; 1 <j<n
Dengan demikian maka telah terbukti bahwa
x(F,®F,) = 4 untuk n = 2. Lebih jelasnya dapat
diilustrasikan dalam gambar 4.3. berikut, yaitu
pewarnaan titik pada operasi korona graf kipas
dengan graf kipas (F;OF;).

Y1X1 Azxy Y3Xq y14; Az Ay y34,
F3 O F3
Gambar 3.1. Pewarnaan titik pada operasi F;
korona F;

Pewarnaan titik pada korona graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga (Bt,,®Bt,,)

Seperti pembahasan sebelumnya yang mana
pada bagian ini juga akan menjelaskan tentang
pewarnaan titik pada operasi korona graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga di mana akan
diawali dengan teorema baru dan pembuktian
serta gambar sebagai visualisasi kebenaran.

Teorema 4.3. Jika G adalah graf hasil operasi
korona graf buku segitiga Bt, dengan graf buku
segitiga Bt,, maka y (Bt,®Bt,) =4 untuk n >
2

Bukti : Jumlah bilangan kromatik (Bt,®Bt,) =4
untuk n > 2. Ini benar karena pewarnaan titik
(vertex coloring) pada suatu graf G adalah
pemberian warna berbeda pada setiap titik yang
bertetangga di G, sehingga tidak ada dua titik yang
bertetangga dengan warna yang sama. Secara
umum pewarnaan titik dari graf G = (V,E) dengan
k warna adalah suatu pemetaan c:V(G) -
{1.2 ...k} sedemikian sehingga ¢ (x;) # c(x;)
untuk setiap titik (x;) dan (x,) yang bertetangga di
G. Maka pewarnaan titik pada Graf (Bt,®Bt,)
dapat diilustrasikan dalam gambar 4.3
bahwasannya V(G;) {4;|]1 <i <2} adalah dua
titik yang bertetangga sehingga akan diwarnai
dengan dua warna berbeda (biru dan kuning).
Untuk setiap titik {x;|1 <i <n} tidak saling
bertetangga shingga akan diwarnai dengan satu
warna (hitam) yang berbeda dengan warna yang
ada pada {4;|1 < i < 2} karena setiap titik yang
ada pada {x;]1 <j<n} bertetangga dengan
{A;]1 <i <2} Untuk sementara G; diwarnai
dengan tiga warna berbeda. Selanjutnya karena
operasi korona graf G;® G, diperoleh dari
mengambil sebuah duplikat dari graf G; dan
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IV (G| duplikat dari G,
(G211, G22,Ga3, -, Govgy)) kemudian
menghubungkan titik ke-i dari G; ke setiap titik di
Gy, 1= 123..|VG,|. Sehingga G,; akan
diwarnai dengan dua warna yang telah ada selain
warna yang telah digunakan untuk mewarnai titik
x, sehingga titik pada G, akan diwarnai dengan
dua warna berbeda. Dengan demikian maka akan
ada satu warna tambahan (merah) untuk mewarnai
titik pada G, ;. Hal yang sama juga akan dilakukan
untuk {G,;|2<j<n} dan {G,, |1 <i<2}
Fungsi pewarnaan titik untuk (Bt,®Bt,) adalah
sebagai berikut.

Lv=x;1<j<n
Lv=BA;k=11<i<2
2,v=yA4;1<I<n1<i<2
2,v=Bxj;k=21<j<n
3J,2v=A4;i=2

FWN 30 =Bask=2i=1
Jv=yx;l<l<ml<j<n
4v=A;i=1
4v=BA;k=2i=2
4v=Bx;k=11<j<n
Dengan  demikian telah  terbukti
x(Bt,®Bt,) =4 untukn > 2

bahwa

Untuk lebih jelasnya dapat diilustrasikan dalam
gambar 4.4. berikut, yaitu operasi korona graf
buku (Bt; ©Bt;).

V2% YaX2 Ya2X3

Y1x1 Y3X1 Y1x2

m"

By Byx,
X2
4

)
Y3X2  Y1%z Y3X3

/
i

~

BlAl BZAI
Bt; @ Bt;
Gambar 3.2. Pewarnaan titik pada operasi Bt
Korona Bt;

IV. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab

sebelumnya, maka kesimpulannya adalah.

1. Banyak titik (order) dan banyak sisi (edge)
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :
a.1) |V(E,OF)|=n?>+3n+2

2) |[E(E,®F)| =3n*+5n—1
b. 1) |V(Bt,®Bt,)| =n*+5n+6
2) |[E(Bt,®Bt,| = 3n®>+11n+7.
2. Teorema bilangan kromatik pada graf hasil
operasi korona graf kipas dengan graf kipas
(E,®F,) dan graf buku segitiga dengan graf
buku segitiga (Bt,©Bt,) adalah sebagai
berikut :
a.Jika G adalah graf hasil operasi korona graf
kipas dengan graf kipas (F,©OF,), maka
x (E,OF,) =4untukn > 2

b.Jika G adalah hasil operasi korona graf buku
segi tiga dengan graf buku segi tiga
Bt, © Bt,maka y (Bt,©Bt,) = 4 untuk
n=2
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