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Abstract— Menurut Zhang (2007), jika   

(
  
  

) adalah matriks quaternion dengan      

dan   adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

|   ||   |  | || |. Dalam penelitian ini akan 

ditunjukkan tiga hal. Pertama, jika   (
  
  

) 

adalah matriks quaternion dengan      dan 

      adalah nilai eigen kiri dari    maka |(   

 )  (    )|   . Kedua, jika   (

   
   
   

+ 

adalah matriks quaternion dengan kondisi 

tertentu dan          adalah nilai eigen kiri dari 

   maka |(    )  (    )  (    )|   . 

Dan ketiga, jika   (

    
    
    
    

, adalah 

matriks quaternion dengan kondisi tertentu dan 

            adalah nilai eigen kiri dari    maka 

|(    )  (    )  (    )  (    )|   . 

Kata Kunci— Quaternion, Determinan Cayley, 

Nilai Eigen Kiri. 

 

I. PENDAHULUAN 

Quaternion merupakan perluasan dari 

bilangan-bilangan kompleks yang tidak komutatif dan 

diterapkan dalam mekanika tiga dimensi. Sebagai 

himpunan, quaternion dilambangkan sebagai  .   

memiliki tiga jenis operasi yaitu penjumlahan, 

perkalian skalar, dan perkalian quaternion. Elemen-

elemen quaternion disimbolkan sebagai        dan   

( , , dan   adalah komponen imajiner) dan dapat 

dituliskan sebagai kombinasi linier :         
   dimana      , dan   adalah bilangan riil. 

Persamaan-persamaan lainnya adalah         , 

        ,         , dan          
  . (Wikipedia, 2017) 

Zhang mengatakan bahwa misalkan   

(
  
  

) adalah matriks quaternion dengan     . 

Jika   adalah nilai eigen kiri dari  , maka |   ||  
 |  | || |. Farid mengatakan bahwa misalkan 

  (
  
  

)      ( )
 dengan     . Jika 

     ( ) adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

|   |  | | jika dan hanya jika |   |  | |   

Telah diketahui bahwa jika   (
    
    

* 

adalah matriks bilangan riil dengan ordo    , maka 

determinan dari matriks   adalah           dan 

jika   (

      
      
      

+ adalah matriks bilangan riil 

dengan ordo    , maka determinan dari matriks   

adalah                             
             . Sedangkan berdasarkan definisi 

determinan Cayley, jika   (
    
    

* adalah 

matriks bilangan quaternion dengan ordo    , maka 

determinan dari matriks   adalah           dan 

jika   (

      
      
      

+ adalah matriks bilangan 

quaternion dengan ordo    , maka determinan dari 
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matriks   adalah   (         )    (     
    )    (         ). (Aslaksen, 1991) 

Misalkan       ,     disebut nilai eigen kiri 

dari   jika       untuk beberapa      yang tak 

nol atau ekuivalen dengan matriks (    ) yang 

tidak memiliki invers, sehingga (    )   . 

Kemudian jika misalkan       ,     disebut 

nilai eigen kanan dari   jika       untuk beberapa 

     yang tak nol. (Zhang, 2017) 

Dari uraian di atas, peneliti bermaksud 

melakukan penelitian untuk menyelidiki bagaimana 

hubungan nilai eigen kiri terhadap diagonal matriks 

quaternion. 

 

II. METODE PENELITIAN 

A. Tahap Studi Literatur  

Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan 

dengan mencari referensi yang menunjang penelitian. 

Pemahaman mengenai masalah determinan dan nilai 

eigen kiri pada matriks quaternion sangat membantu 

dalam penyelesaian masalah tersebut. 

B. Tahap Rancangan Penelitian 

Penentuan hubungan nilai eigen kiri terhadap 

diagonal matriks quaternion dilakukan dengan mencari 

determinan dari matriks quaternion dengan 

menggunakan definisi Cayley sehingga diperoleh 

persamaan karakteristiknya. Dari persamaan 

karakteristik, diperoleh nilai eigen kiri dan vektor 

eigen. Selanjutnya dianalisis hubungan nilai eigen kiri 

terhadap diagonal matriks quaternion. 

C. Tahap Kesimpulan 

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari nilai eigen 

kiri sehingga diperoleh hubungan terhadap diagonal 

matriks quaternion. 

 

III. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Teorema 1 : Jika   (
  
  

) adalah matriks 

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari 

     dan      ,     

     dan     ̅ ,     

    ̅ dan     ̅ ,     

dan       adalah nilai eigen kiri dari  , maka 
|(    )  (    )|   .  

 

Bukti 

Kasus 1 :     dan      ,     

Perhatikan bahwa 

  (
                            

 (              )               
*  

 

    (    )     

 

(                )(           
     )   (              )

     
 

   (              )   (       
       )  (              )

  
 (              )

     
  

(  
    

    
    

 )  (     )  (     )  

(     )  –  (                   )  
 (         )   (         )  
(         )   (  

    
    

    
 )  

(     )  (     )  (     )    (  
    

  
  
    

 )  (     )  (     )  (     )    

Diperoleh persamaan 

   
    

    
    

   (               
    )  (  

    
    

    
 )   (  

    
  

  
    

 )    

        (         )        
  (    )    

        (         )        
  (    )    

        (         )        
  (    )    

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen 

   (      √ )  (      √ )  

          (      √ )  (      √ )   

   (      √ )  (      √ )  

          (      √ )  (      √ )   

dan vektor eigen : (
 

√ 
* dan (

 
 √ 

*. 

 

Dari uraian di atas diperoleh 

    (
                            

 (              )               
*(
 

√ 
* 

       (      √ )  (      √ )  (      √ )  

               (      √ ) (
 

√ 
*  

   Sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa 

     . 

 

    (
                            

 (              )               
*(

 
 √ 

*  

       (      √ )  (      √ )  (      √ )  

               (      √ )  (
 
 √ 

*   

   Sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa 

     . 

 

Kemudian perhatikan bahwa 

 (    )  (      √ )  (      √ )  

                      (      √ )  (      √ )  

                      (              ) 

                    √  (               ) 

 (    )  (      √ )  (      √ )  

                      (      √ )  (      √ )  

                      (              )   
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                     √  (               )  

Sehingga jelas bahwa |(    )  (    )|   . 

 

Teorema 2 : Jika   (
   
   
   

+ adalah matriks 

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari 

     dan      ,     

     dan     ̅ ,     

    ̅ dan     ̅ ,     

dan          adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

|(    )  (    )  (    )|      
 

Bukti 

Kasus 2 :     dan     ̅ ,     

Dengan analogi yang sama dengan teorema 1 

diperoleh 

   (    √   
     

     
     

 )    

                       

   (    √   
     

     
     

 )     

                        

                   

             

Kemudian perhatikan bahwa 

 (    )  (    √   
     

     
     

 ) 

                         

            (              )   

       √   
     

     
     

  

 (    )  (    √   
     

     
     

 ) 

                         

            (              )  

         √   
     

     
     

  

 (    )                 

                    (              )     

Sehingga jelas bahwa |(    )  (    )  
(    )|   . 

 

Teorema 3 : Jika   (

   
   
   

+ adalah matriks 

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari 

                

           dan     
           dan     
           , dan      ̅ 

dan          adalah nilai eigen kiri dari  , maka 
|(    )  (    )  (    )|   .  

 

Bukti 

Kasus 4 :           , dan      ̅ 
Dengan analogi yang sama dengan teorema 1 

diperoleh 

                    

      √   
     

     
     

    

                       

      √   
     

     
     

    

                       

 

Kemudian perhatikan bahwa 

 (    )                 
                     (              )    

 (    )     √   
     

     
     

  

                                 

                    (              )  

                    √   
     

     
     

   

 (    )     √   
     

     
     

  

                                 

                    (              )  

                   √   
     

     
     

   

Sehingga jelas bahwa |(    )  (    )  
(    )|   . 

 

Teorema 4 : Jika   (

   
   
   

+ adalah matriks 

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari 

             dan        ̅ 

             dan        ̅ 

            , dan        ̅ 

dan          adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

|(    )  (    )  (    )|   . 

 

Bukti 

Kasus 3 :            , dan        ̅ 
Dengan analogi yang sama dengan teorema 1 

diperoleh 

                        

         √   
     

     
   

                        

         √   
     

     
   

                        

 

Kemudian perhatikan bahwa 

 (    )                     
                     (              ) 
                    

 (    )        √   
     

     
  

                                  

                (              )  

                   √   
     

     
      

 (    )        √   
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                       (              )           

                   √   
     

     
      

Sehingga jelas bahwa |(    )  (    )  
(    )|   . 

 

Teorema 5 : Jika   (

    
    
    
    

, adalah 

matriks quaternion yang memenuhi salah satu kondisi 

dari 

    ,     ,    ,     , dan     

    ,     ̅,    ,     ̅, dan     

    ,     ,    ,     ̅ dan     

    ,     ̅,    ,     , dan     

    ̅,     ̅    ,     , dan     

    ̅,     ̅    ,     ̅, dan     

    ,         ̅,     ̅, dan     

    ,     ̅,    ̅,     ̅, dan     

    ̅,     ̅,    ̅,     ̅, dan     

dan              adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

|(    )  (    )  (    )  (    )|      

Bukti 

Kasus 3 :    ,     ,    ,     ̅ dan     

Dengan analogi yang sama dengan teorema 1 

diperoleh 

   (      √ )  (      √ )   

          (      √ )  (      √ )   

   (      √ )  (      √ )   

           (      √ )  (      √ )   

   (    √   
     

     
     

 )  

                        

   (    √   
     

     
     

 )  

                        

 

Kemudian perhatikan bahwa 

 (    )  (      √ )  (      √ )  

                    (      √ )  (      √ )  

                       (              )  

                  √  (               ) 

 (    )  (      √ )  (      √ )  

                     (      √ )  (      √ )  

                        (              )   

                     √  (               )  

 (    )  (    √   
     

     
     

 ) 

                                  
                     (              )    

                   √   
     

     
     

   

 (    )  (    √   
     

     
     

 ) 

                                 

                     (              )    

                     √   
     

     
     

  

Sehingga jelas bahwa |(    )  (    )  
(    )  (    )|   . 

 

IV. KESIMPULAN 

1. Jika   (
  
  

) adalah matriks quaternion 

dengan      dan       adalah nilai eigen kiri 

dari  , maka hubungan nilai eigen terhadap 

diagonal matriks quaternion adalah 

                   (    )  (    )   .  

 

2. Jika   (
   
   
   

+ atau   (

   
   
   

+ 

adalah matriks quaternion dengan kondisi tertentu 

dan          adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

hubungan nilai eigen terhadap diagonal matriks 

quaternion adalah 

                  (    )  (    )  (    )       
 

3. Jika   (

   
   
   

+ adalah matriks quaternion 

dengan kondisi tertentu dan          adalah nilai 

eigen kiri dari  , maka hubungan nilai eigen 

terhadap diagonal matriks quaternion adalah 

               (    )  (    )  (    )     
 

4.  Jika   (

    
    
    
    

, adalah matriks 

quaternion dengan kondisi tertentu dan 

             adalah nilai eigen kiri dari  , maka 

hubungan nilai eigen terhadap diagonal matriks 

quaternion adalah 

(    )  (    )  (    )  (    )     
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