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Abstract— Menurut Zhang (2007), jika A=
(‘cl Z) adalah matriks quaternion dengan bc = 0

dan A adalah nilai eigen kiri dari A, maka
|A —a||A —d| = |b||c|. Dalam penelitian ini akan
ditunjukkan tiga hal. Pertama, jika 4 = (‘CI Z)
adalah matriks quaternion dengan bc # 0 dan
A4, A, adalah nilai eigen kiri dari A, maka |(4; —

a b r
a) + (4, —d)| = 0. Kedua, jika 4 = (c d p>

s q f
adalah matriks quaternion dengan kondisi
tertentu dan 44, 4,, A3 adalah nilai eigen kiri dari

A, maka |(43—a)+ A, —d)+ A3 —f)]=0.
a b 0 0
. . _[ec d 0 0

Dan Kketiga, jika A= 00 p adalah
0 0 r s

matriks quaternion dengan kondisi tertentu dan
A4, 45,23, 4, adalah nilai eigen kiri dari A, maka
A —a)+ (A, —d) + (A3 —p) + (44— s)| = 0.

Kata Kunci— Quaternion, Determinan Cayley,
Nilai Eigen Kiri.

|. PENDAHULUAN

Quaternion  merupakan  perluasan  dari
bilangan-bilangan kompleks yang tidak komutatif dan
diterapkan dalam mekanika tiga dimensi. Sebagai
himpunan, quaternion dilambangkan sebagai H. H
memiliki tiga jenis operasi yaitu penjumlahan,
perkalian skalar, dan perkalian quaternion. Elemen-
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elemen quaternion disimbolkan sebagai 1,i,j, dan k
(i,j, dan k adalah komponen imajiner) dan dapat
dituliskan sebagai kombinasi linier : a + bi + c¢j +
dk dimana a,b,c, dan d adalah bilangan riil.
Persamaan-persamaan lainnya adalah ij = —ji =k,
jk=—kj=1i, ki=—ik=j, dan i2=j2=Fk*=
—1. (Wikipedia, 2017)

Zhang mengatakan bahwa misalkan A =

(Ccl Z) adalah matriks quaternion dengan bc = 0.

Jika A adalah nilai eigen kiri dari A, maka |A — a||A —
d| = |b||c|. Farid mengatakan bahwa misalkan

b .
A= (Ccl d) € M,,(H)dengan  bc#0. Jika

A € g;(A) adalah nilai eigen kiri dari A, maka
|A — a| = |b]| jika dan hanya jika |2 — b| = |c|.

Telah diketahui bahwa jika A:(a1 bl)
a, b,

adalah matriks bilangan riil dengan ordo 2 x 2, maka
determinan dari matriks A adalah a,b, — b;a, dan

a by ¢
jika B = (az b, c2> adalah matriks bilangan riil
as bz ¢

dengan ordo 3 x 3, maka determinan dari matriks B
adalah a1b2C3 + b1C2a3 + C1a2b3 - b1a2C3 -
a,c,b; — cybya;. Sedangkan berdasarkan definisi
% bl) adalah
a, b,

matriks bilangan quaternion dengan ordo 2 x 2, maka
determinan dari matriks A adalah a,b, — a,b; dan

determinan Cayley, jika A=(

a; by o
jika B=(a2 b, c2> adalah matriks bilangan
as; by c3

quaternion dengan ordo 3 x 3, maka determinan dari
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matriks B adalah a,(byc3 — b3cy) — a,(bycs —
bscy) + as(byc, — bycy). (Aslaksen, 1991)

Misalkan A € H™™ A € H disebut nilai eigen Kiri
dari A jika Ax = Ax untuk beberapa x € H" yang tak
nol atau ekuivalen dengan matriks (A —AI) yang
tidak memiliki invers, sehingga (A — A)x =0.
Kemudian jika misalkan A € H™" A € H disebut
nilai eigen kanan dari A jika Ax = xA untuk beberapa
x € H" yang tak nol. (Zhang, 2017)

Dari uraian di atas, peneliti bermaksud
melakukan penelitian untuk menyelidiki bagaimana
hubungan nilai eigen Kiri terhadap diagonal matriks
quaternion.

Il. METODE PENELITIAN

A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan
dengan mencari referensi yang menunjang penelitian.
Pemahaman mengenai masalah determinan dan nilai
eigen kiri pada matriks quaternion sangat membantu
dalam penyelesaian masalah tersebut.

B. Tahap Rancangan Penelitian

Penentuan hubungan nilai eigen kiri terhadap
diagonal matriks quaternion dilakukan dengan mencari
determinan  dari  matriks  quaternion  dengan
menggunakan definisi Cayley sehingga diperoleh
persamaan  karakteristiknya.  Dari  persamaan
karakteristik, diperoleh nilai eigen Kiri dan vektor
eigen. Selanjutnya dianalisis hubungan nilai eigen kiri
terhadap diagonal matriks quaternion.

C. Tahap Kesimpulan
Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari nilai eigen

kiri sehingga diperoleh hubungan terhadap diagonal
matriks quaternion.

I11. HASIL DAN PEMBAHASAN

Jika A=(Z Z) adalah matriks

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari
a=ddanc=nb,n>0
a=ddanc=nb,n>0
d=adanc=nb,n>0

Teorema 1

dan A;,A, adalah nilai eigen kiri dari A, maka
(A4 —a)+ (A, —d)| = 0.

Bukti
Kasusl:a=ddanc=nb,n>0
Perhatikan bahwa
A=< ag + a,i + azj + azk b0+b1i+b2j+b3k)
n(by + byl + byj + bsk) ag + aqi+ ayj + azk

Det(A—AI) =0

(ag + ali + a2j + a3k - ﬂ.)(ao + ali + azj +
a3k - /’{) - n(bo + bli + sz + b3k)2 = 0

/12 - (ao + ali + a2j + a3k)/1 - /1((10 + ali +
azj + a3k) + (ao + ali + azj + agk)z -
n(bo + bli + sz + b3k)2 = 0

(A5 — 23 — 23 = 23) + (22p4))i + (2A91,)j +
(220A3)k - 2(agho — a1y — axd; — azds) —
2(agAs + a1 20)i — 2(agh, + ayAg)j —

(aghs + azAg)k + (a2 —a? — a2 —a2) +
(aga)i+ (2agay)j + (2agaz)k —n(bZ — bZ —
bzz - bsz) - (Zbobl)i - (Zbobz)f - (2b0b3)k =0

Diperoleh persamaan
]

/1(2) - /1% - /1% - A% = 2(apho — a;d; — azA, —

asA3) + (a2 — a? — a3 — a2) — n(bZ — b? —

b2 —b2)=0

o 20 — 2(apdy + a4 Ay) + 2a4a, —
2n(byb) =0

o 251, — 2(agd, + ayAg) + 2a4a, —
2n(byb,) =0

o 2015 — 2(agd; + asdy) + 2a4a; —
2n(bybs) =0

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen
A = (ag + bovn) + (ay + byVn)i+
(a; + byVn)j + (as + bsvn)k
Ay = (ag — bovn) + (ay — byvn)i+
(‘12 - bz\/ﬁ)]' + (‘13 - bs\/ﬁ)k

dan vektor eigen : ( L )dan( 1 )

Vn —n

Dari uraian di atas diperoleh
.Ax:(a0+a1i+a2j+a3k b0+b1i+b2j+b3k)(
n(by + byi + byj+ bsk) ay+ ai+ a,j+azk
Ax = (ao + bovn) + (a; + byz)i+ (az + byvn)j
1
+(a3 + b3‘/7_l)k (\/ﬁ)
Sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa
Ax = Ax.

.4 _( ay + a i+ ayj +azk
T \n(by + byi + boj + bsk)  ag + ayi + aj + ask
Ax = (ag — bpvn) + (a; — byvn)i+ (a, — bvn)j
+(as — bk (_\1/5)
Sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa
Ax = Ax.

Kemudian perhatikan bahwa

e (A —a) = (ag + bovn) + (a, + byVn)i +
(ay + bvn)j + (as + bsvn)k —
(ag + aii+ ayj + azk)

=/n (by + byi + byj + b3k)

e (A, —d) = (ag— bovn) + (a; — byVn)i+
(ay — bvn)j + (as + bsvn)k —
(ap + a4i + ayj + azk)
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1

Vn

)

b0+b1i+b2j+b3k>( 1)
—\Vn
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Sehingga jelas bahwa |(4; — a) + (1, — d)| = 0.

a b 0
Teorema 2 : Jika 4 = (c d 0> adalah matriks
0 0 f

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari
e a=ddanc=nb,n>0
e a=ddanc=nb,n>0
e d=adanc=nb,n>0

dan A, 1,,4; adalah nilai eigen kiri dari A, maka
|4 —a)+ (A —d) + (43— f)| =0.

Bukti

Kasus2:a=ddanc=nb,n>0

Dengan analogi yang sama dengan teorema 1
diperoleh

A (ao + /nbZ + nb? + nb? + nb32) +
a;l + ayj + azk

Ay = (ao — /nbZ + nb? + nb? + nb32) +
ai+ a,j + azk

A3 = fo+ il + fo] + f3k

Kemudian perhatikan bahwa
el —a)= (ao + /nbZ + nb? + nb? + nb32)
+a,i+ a,j + azk
—(ag + ayi + a,j + azk)
= /nbZ + nb? + nb? + nb?
« (A, - d) = (ap — /nbg +nb? + nb? + nb3 )
+a,i+ a,j + azk
—(ag + ayi + a,j + azk)
—\/nbZ + nb? + nb? + nb?
e —f)=fo+ fil +_f2i +_f3k
—(fo+Ai+ o+ k) =0

Sehingga jelas bahwa |(4; —a)+ (1, —d) +
(/13 - f)| = 0.
a b 0
Teorema 3 : Jika 4 = (c d p) adalah matriks
0 q f

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari
s a=b=c=d=f=p=q
a=b=c=d=fdanp=gq
a=d=f=p=gqdanb=c
a=d=f,b=gq,danc=p=5>

dan A;,1,,4; adalah nilai eigen kiri dari A, maka
A —a)+ (A, —d) + (A3 — )] =0.

Bukti

Kasus4:a=d=f,b=gq,danc=p=»>b

Dengan analogi yang sama dengan teorema 1
diperoleh
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).1 =a0+a1i+a2j+a3k

Ay = ag — +/2b + 2b% + 2b2 + 2b2
+a,i+ ayj + azk

A3 = ag ++/2b + 2b? + 2b2 + 2b2
+a,i+ ayj + azk

Kemudian perhatikan bahwa
oLy —a)=ay+a,i+a,j+azk—
(ap + a;i+ayj+azk) =0
e (A, —d) = ag —+/2b + 2b% + 2b% + 2b2
+a,i + ayj + azk
—(ay + a i + a,j + azk)
—\/2b2 + 2b? + 2b2 + 2b?

o (A3 — f) = ag ++/2bZ + 2b? + 2b% + 2b2
+a,i+ a,j + ask
_(ao + ali + azj + a3k)
= \/2b¢ + 2b7 + 2b? + 2b?
Sehingga jelas bahwa |(4; —a)+ (1, —d) +
A =Hl=0.
a b r
Teorema 4 : Jika A = (c d p) adalah matriks
s q f

quaternion yang memenuhi salah satu kondisi dari
cea=c=d=f=r=qdanb=p=s=a
cea=b=d=f=p=sdanc=r=q=a
e a=d=f,c=r=gq,danb=p=s=¢

dan A,,4,,4; adalah nilai eigen kiri dari A, maka
A —a)+ (A, —d) + (A3 — ] = 0.

Bukti
Kasus3:a=d=f,c=r=q,danb=p=s=¢
Dengan analogi yang sama dengan teorema 1
diperoleh

A =ag +2by + ayi+ ayj + azk

Ay = ag — by ++/3a% + 3a2 + 3a?
+al+ ayj + azk

A3 = ag — by — /3% + 3a2 + 3a?
+a,i+ ayj + azk

Kemudian perhatikan bahwa
o (4, —a)=ay+ 2by+ ayi+a,j+azk—
(ap + a1i + a,j + aszk)
= 2b,
e (A, —d)=ag— by ++/3a? +3aZ +3aZ +
+a,i+ ayj +azk
—(ag + a i + a,j + azk)
= /3a? +3a2 + 3aZ — b,
e (A3 —f) = ay— by —+/3a% + 3a2 + 3a2 —
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+a,i+ a,j + azk
_(ao + ali + azj + a3k)
—/3a? + 3a? + 3a2 — b,

Sehingga jelas bahwa |(4; —a)+ (A, —d) +
(As =l =0.
a b 0 0
Teorema 5 Jka A=|¢€ d 00 adalah
0 0 p ¢
0 0 r s
matriks quaternion yang memenuhi salah satu kondisi
dari
e a=d,c=nb,p=s,r=nq,dann >0
e a=d,c=nb,p=s,r=ng,dann >0
e a=d,c=nb,p=s,r=ngdann>0
e a=d,c=nb,p=s,r=nq,dann>0
e d=a,c=nbp=sr=nqg,dann>0
e d=a,c=nbp=sr=ngdann>0
e a=d,c=nb,s=p,r=ng,dann >0
e a=d,c=nb,s=p,r =ng,dann >0
e d=a,c=nb,s=p,r=ng,dann>0

dan A4, 4,, 43,1, adalah nilai eigen kiri dari A, maka
(A —a)+ A —d)+ (A3 —p)+ (A4, —5)| = 0.

Bukti
Kasus3:a=d,c=nb,p=s,r=ngdann>0
Dengan analogi yang sama dengan teorema 1
diperoleh

A = (ag + bevn) + (a; + byVn)i
+(az + bavn)j + (as + bsvn)k

Ay = (ap — bovn) + (ay — byVn)i

+(ay — byVn)j + (as — bsvn)k

(po + VnaZ +ngZ +ngZ + nq?)

+pil +poj + psk

A4 = (po — JnaZ +na? +naZ +nql)
+pil +poj + psk

A3

Kemudian perhatikan bahwa
e (4 —a) =(ag + bovn) + (a, + byVn)i
+(a; + b,vn)j + (as + bsvn)k
—(ag + a4i + ayj + azk)
=+n (by + byi + byj + b3k)
o (A, —d) = (ag — bevn) + (a; — byVn)i
+(az — b,vn)j + (as + bsvn)k
—(ag + a4i+ a,j + azk)
= —vn (by + byi + byj + b3k)
4 —p) = (po + \nai +naZ + naf +nqf)
+pii+ poj + p3k
—(po + p1i + poj + p3k)
= JngZ + ng? + ngi + nq3
* A=) = (po = VnaZ +naZ +naZ +nqi)
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+p,i+ Pz]: + P3’_‘7
—(po + P1i + p2j + p3k)
—\/nqg +ng? +nqs +nq3

Sehingga jelas bahwa |(4; —a)+ (A, —d)+

(A3 =p)+ Ay =) = 0.

IV. KESIMPULAN

1. Jika Az(‘; Z) adalah matriks quaternion

dengan bc # 0 dan A4, 4, adalah nilai eigen Kkiri
dari A, maka hubungan nilai eigen terhadap
diagonal matriks quaternion adalah

MY —a)+ (A, —d)=0.

a b 0 a b 0
2. Jika A=<c d 0> atau A:(c d p)
0 0 f 0 q f
adalah matriks quaternion dengan kondisi tertentu
dan A,, 4,, A5 adalah nilai eigen kiri dari A, maka
hubungan nilai eigen terhadap diagonal matriks
quaternion adalah

h-a+A-d)+@A-f)=0.

a b r
3. Jika A = (c d p) adalah matriks quaternion
s q f
dengan kondisi tertentu dan 4,, 4,, 15 adalah nilai
eigen kiri dari A, maka hubungan nilai eigen
terhadap diagonal matriks quaternion adalah
h-—a+@A-d)+ @A —f)=0.

a b 0 O

4. Jika A=|¢ d 00 adalah  matriks
0 0 p ¢q
0 0 r s

quaternion dengan  kondisi  tertentu  dan

A1, 15,15, 1, adalah nilai eigen kiri dari A, maka
hubungan nilai eigen terhadap diagonal matriks
quaternion adalah

L-—a)+A—d)+ (A3 —p)+ (A —s) =0.
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