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Abstract—  Penentuan nilai  total
ketidakteraturan titik dari semua graf belum
dapat dilakukan secara lengkap. Penelitian ini
bertujuan untuk menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf series parallel
sp(m,1,2) untuk m,r = 3. Penentuan nilai
total ketidakteraturan titik pada graf series
parallel dilakukan dengan menentukan batas
bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas
bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf
dan teorema pendukung lainnya, sedangkan
batas atas dianalisis dengan pemberian label
pada titik dan sisi pada series parallel.
Berdasarkan hasil penelitian ini diperoleh nilai
total ketidakteraturan titik pada series parallel,

tvs(sp(m,1,2)) = [Zm;“], untuk m,r > 3.

Kata Kunci— Graf series parallel, nilai total
ketidakteraturan titik.

|. PENDAHULUAN

Teori graf pertama kali diperkenalkan
olen Leonhard Euler, seorang matematikawan
berkembangsaan  Swiss, pada tahun 1736.
Penelitian mengenai teori graf terus mengalami
perkembangan. Salah satu pembahasan yang terus
berkembang adalah pelabelan pada graf. Objek
kajiannya berupa graf yang secara umum
direpresentasikan oleh titik dan sisi serta
himpunan bagian bilangan asli yang disebut label.
Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh
Sadlack, kemudian dilanjutkan oleh Stewart,
Kotzig, dan Rosa (Kotzig & Rosa, 1970).

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu
fungsi yang memetakan unsur-unsur graf ke suatu
himpunan bilangan. Suatu pelabelan dengan
domain berupa himpunan titik dari suatu graf
disebut pelabelan titik, sedangkan pelabelan
dengan domain berupa himpunan sisi dari suatu
graf disebut pelabelan sisi. Apabila domain dari
pemetaan tersebut adalah gabungan himpunan titik
dan himpunan sisi maka pelabelan tersebut
dinamakan pelabelan total (Wallis, 2001).

Pelabelan sisi dan titik dari graf dapat
dilakukan dengan banyak cara. Salah satu cara
yang dapat digunakan adalah melabelinya dengan
bilangan. Konsep pelabelan tidak teratur pada
suatu graf pertama kali diperkenalkan oleh
Chartrand. Pada tahun 2007, Baca
memperkenalkan pelabelan tidak teratur lainnya
yaitu pelabelan nolai total ketidakteraturan titik.
Pelabelan total tidak teratur titik pada graf G
didefinisikan sebagai suatu pemetaan yang
memetakan himpunan titik dan sisi dari G ke
himpunan bilangan {1,2,..,k} sedemikian
sehingga semua titik mempunyai bobot yang
berbeda. Bobot titik x pada pelabelan ini adalah
jumlah label titik dan semua label sisi yang terkait
pada x. Nilai total tidak teratur titik (total vertex
irregularity strength) dari G, dinotasikan dengan
tvs(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k
sedemikian sehingga G mempunyai suatu
pelabelan total tidak teratur titik.

Beberapa ahli telah menentukan nilai
total ketidakteraturan titik dari beberapa graf.
Nurdin et al(2010), menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf pohon.Rajasingh et
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al (2012), menentukan nilai total ketidakteraturan
titik pada graf barisan segitiga. Ahmad et
al(2014), menentukan nilai total ketidakteraturan
titik pada beberapa kelas khusus uncyclic.

Pada tahun 2015, Rajasingh telah
menentukan nilai total ketidakteraturan sisi pada
graf series parallel (Rajasingh &Arockiamary,
2015). Namun belum menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf series parallel.
Penelitian ini bertujuan untukmenentukan batas
bawah terbesar dan batas atas terkecil sehingga
diperoleh nilai ketidakteraturan pada graf series
parallel yang eksak.

Il. METODE PENELITIAN

A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai
masalah nilai total ketidakteraturan titik sangat
membantu dalam penyelesaian pelabelan tersebut.

B. Tahap Rancangan Penelitian

Penentuan nilai total ketidakteraturan titik pada
graf series parallel dilakukan dengan menentukan
batas bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas
bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan
teorema pendukung lainnya, sedangkan batas atas
dianalisis dengan pemberian label titik dan sisi
pada series parallel. Jika batas bawah sama
dengan batas atas maka diperoleh nilai
ketidakteraturan yang eksak.

C. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari nilai
batas bawah dan batas atas sehingga diperoleh nilai
total ketidakteraturan titik.

1. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Graf Series Parallel

Graf series parallel didefinisikan sebagai
berikut:
Definisi 1 (Rajasingh,2015)
Graf series parallel pada G adalah suatu graf
rantai dimana setiap bloknya merupakan graf
theta yang diperumum. Graf Series parallel
dinotasikan dengan sp(m, r, ).

X172 X13

Ymi Xz Xm3 Xy

Ymi  Yma2 Ym3 Ymr
Gambar 1 Graf Series Parallel sp(m,r,2)

Gambar 1 menunjukkan graf series parallel untuk
=2

Didefinisikan himpunan titik V = {x; ;,y;;|j =

1,2,..,r}U{z, 25,233 dan  himpunan sisi
E =

{sti,l' Z1Xiys Z1Yi 10 Zz}’i,r} U

{xi‘jxi,jﬂ, yi,jyi,j+1|j = 1,2, e, T = 1}, untuk

suatui = 1,2,...,m.

B. Nilai
Parallel

Definisi 2 (Rajasingh,2015)

Misalkan G(V,E) adalah suatu graf sederhana.
Pelabelan sisi f:VUE - {1,2,3,...,k} disebut
pelabelan—k total tidak teratur titik (total vertex
irregular k-labeling) pada graf G jika untuk setiap
dua titik yang berbeda pada V, berlaku wt(x) #
wt(y). Dimana

wt(x) = f(x)

XUEE(G)

Total Ketidakteraturan Titik Series

f Gew)

Teorema 1 (Nurdin et al,2010)

Misalkan G adalah suatu graf yang mempunyai n;
titik berderajat i dengan i = 8,6 + 1,6 + 2,...,A
dengan 6 dan A adalah derajat minimum dan
maksimum titik dari G maka

tvs(G)

{6+n5 §+ng+ng, 5+ Y5n
> maks ],[ ], ,

d+1 6+2 A
Dalam penentuan nilai total ketidakteraturan
titik pada pada graf series parallel, diawali
dengan menentukan batas bawah dan batas atas.
Batas bawah series parallel untuk m = 4,5,6 dan
r = 3 dianalisis dengan menggunakan sifat-sifat
series parallel serta berdasarkan Teorema 1.
Sedangkan batas atas dianalisis dengan pemberian
label sisi pada graf series parallel sp(m,r,2)
untuk m = 3,dan r = 3 (lihat Gambar 2) dengan
mempertahankan pola pelabelan. Berdasarkan

Gambar 2 diperoleh nilai total ketidakteraturan
untuk m=3,dan r =

titik series parallel
3, tvs(sp(m, r,Z)) =09.

Gambar 1 Pelabelan-7 Total tvs(sp(3,3,2))

)
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Gambar 3 Pelabelan-11 Total tvs(sp(5,3,2))

Hal yang sama dilakukan untuk sebarang
m dan r dapat dilihat pada Tabel 1 berikut.

Tabel 1 Nilai Total Ketidakteraturan Titik sp(m, r, 2)

3 4 5 .
3 7 9 11 [w]
4 9 12 14 n [@aney
5 11 14 18 - [@sney

[(ZAm. 3)+ 2] [2.m.4) +2] [(Z.m. 5)+2] [(Zmr) + 2]
3 | 3 | 3 I 3

Berdasarkan Tabel ldiasumsikan bahwa
nilai total ketidakteraturan titik pada graf series

parallel yaitu tvs(sp(m,1,2)) = (zm;)”]. Hasil
ini dituliskan pada Teorema sebagai berikut.

Teorema 2 Untuk m > 3 dan r > 3, maka nilai
total  ketidakteraturan titik dari graf series
parallelsp(m, r, 2) adalah
(2mr) +2
tvs(sp(m,r,2)) = [ﬁ]
Bukti:

Untuk membuktikan bahwa tvs(sp(m,r,2)) =
[2mr+2

] maka digunakan Teorema 1. Derajat

minimum dari sp(m,r,2) adalah & =2,
banyaknya titik yang berderajat 2 adalah n, =

2mr. Selanjutnya derajat terkecil kedua adalah
m dengan banyak titik m adalah n,, = 2 dan
derajat maksimum adalah 2m dengan banyak
titik 2m adalah n,,, = 1. Maka berdasarkan
Teorema 1 diperoleh

tvs(G)

> k 6+ Tlg] [6 +ngs + Tl5+1l 6+ ZI-A=5nl-

=SMAUSsT1 ™ s+2 I a+1

sehingga

tvs(sp(m, T, 2))

2mr + 271 2mr+m+ 47 2mr+3m+ 3

> maks {| == | I I
2m+1

_ [Zmr + 2]

= 3 .

akan
2mr+2]

Selanjutnya ditunjukkan bahwa
s(sp(m,1,2)) < [ Untuk membuktikan

hal tersebut akan dikonstruksi suatu pelabelan
total tidak teratur titik pada series parallel

sp(m,r,2), misalkan t = [zmr“].

Konstruksi suatu pelabelan total f pada
sp(m,1,2)

Untuk i = 1,2,...,m dan j =2,3,...,r —1 maka

konstruksi pelabelan total sebagai berikut.
fli)=t—(3@r-2-i+3)
f(xu)—t—( (r+j—1)—i+1)
f(xiy) = t—(zﬂ—1+ 1)

) =t - (2@r-n)
foi)=t-(Ge-j+H-i-1)
fi) =t—(m—=10

f(z) =1, i=123

f(z3x;1) =t —(m = 2)

fxijxijen) =t— (g (r+j+ 1))
f(zlxi,r) =1

f(z1y11) =t —(m —1i)

fijyijer) =t — (? r—j-D+ 1)
f(ZZYi,r) =t

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap
titik pada sp(m, r, 2) berbeda untuk i = 1,2, ..., m

danj = 2,3, ...,r — 1. Perhatikan bahwa
Wt(xlr) =2t - 4
< 2- g = wt (Xi41r)
2. wt(xp,)=2t— s +m
< 3t——+m Wt(xlr 1)

3. Wt(xi_j) =3t —m(r +]) +i—1
<3t-mr+j)+i=
Wt(xi“,j)

4. wt(xm‘j) =3t-mr+j)+m-1
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<3t-m@r+j)+m=
Wt(xllj_l)

5. Wt(xmiz) =3t—-mr—-m-—1
<3t-mr—-m= wt(xm)

6. Wt(xmil) =3t—-mr—1
<3t—mr= wt(ym)
<3t-mr+1= wt(yz‘l)

7. wt(y;)=3t-m@r—j+1D+i-1

<3t-m@r—j+1+i=
wt(Visaj)

8. Wt(ym,j) =3t-m@r—-j+1)+m-1
<3t-m@r—j+1)+m=
wt(y1,j41)

9. Wt(ymyr_l) =3t—-m-—1

<3t—m=wt(y,,)
3t—-1
<m(t—-(m-2))+3
= wt(z;)

11. wt(zg) =m(t—-(m—-2))+3
<m+1+Y2,t—-—(m—-i)=
wt(z,)
<mt+ 2 = wt(z,)

10. Wt(ymlr) =

Berdasarkan definisi bobot titik tersebut, diperoleh
wt(xy,) < wt(xy,) < < wt(xp,)
<wt(xy,1) <wt(xp,_q) <+ <

Wt (1) < wt(xy,_5) < <wt(xg,)
<wt(xy1) <+ <wt(x,) <

wt(y1) <wt(yy) < < wt(Ym1)
<wt(y1z) < wt(ya2) < -+ < wt(Vm2)
<wt(yyz) < - <wt(yp,) <wt(yy,) <

< Wt(ymlr) < wt(zg) < wt(zy) < wt(zy).

Sehingga dapat disimpulkan bahwa bobot setiap
titik pada sp(m,r,2) berbeda. Maka f yang

dikonstruksikan  tersebut  merupakan  suatu
pelabelan tidak teratur pada sp(m,r, 2).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label

terbesar yang digunakan adalah t sebagai berikut.

Misalkan ¢ = [*"Z|

Untuki=1,2,..,m

1 f(xi,1) = f(xm,1)
=t— (2B -2-m+3)=

- (% + 3) <t
2. Untukj =2,3,..,7r — 1 maka
f(xis) < f(xm2)

=t-(2(@+@-1)-m+
1)=t—(§+1)<t

3. f(xir) < f(xms)

m+1D <t

—m+1)=t—

4. f(}’m) = f(Ym,1)
-t (Ze@-1)=
() <¢
5. Untukj =23, ..,7r— 1 maka
f(yi,j) < f(ym,r—l)
=t-(2(M--1+4)-
m—1)=t—(2Tm)<t
6. f(yi,r) < f(ym,r)
=t—((m)—m)=t
7. Untuki=1,23makaf(z) < f(z3) =3<t
8. f(sti,1) = f(stm,1)
=t-(m-2)<t
9. Untukj=1,2,..,r—1maka
f(xi,jxi,j+1) < f(Xm1%m2)
—t- (Z(@+@+1)) =
t-T <t
10. f(z1xi3) < f(zaxms) = 1<t
11. f(Zl}’m) < f(Z1}’m,1)
=t—(m)-(m) =t

12. Untukj =1,2,..,r — 1 maka
f(yi,jyi,j+1) < FYmr-1Ymr)
=t-(Z(M-0-1-
1)+ 1) =t—1<t
13. f(229ir) < f(22Ymr) =t

Dengan demikian f merupakan suatu pelabelan—t

total tidak teratur titik dengan t = [zmr”] untuk
2mr+2]

mmn >3, Artinya tvs(sp(m,1,2)) < [

Karena  tus(sp(m,1,2)) = [zmr”] dan
tvs(sp(m T, 2)) [2mr+2] maka
2mr + 2
tvs(sp(m T, 2)) [7] m.
V. KESIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan

penelitian, diperoleh kesimpulan bahwa nilai
ketidakteraturan pada series perallel untuk m = 3

dan r =3 aitu tvs(sp(m T, 2)) [2mr+2]

Pembahasan mengenai pelabelan total tidak
teratur titik masih terbuka bagi peneliti lain
untuk melanjutkan penelitian ini dan dapat juga
melakukan penelitian yang sejenis dengan jenis-
jenis graf yang berbeda.
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