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Abstract— Tulisan ini mengkaji suatu
model pertumbuhan dua populasi pemangsa
saling berkompetisi secara langsung
mendapatkan satu populasi mangsa yang sama.
Fungsi  predasi dari dua pemangsa
diasumsikan sama vyaitu mengikuti fungsi
predasi Holling tipe I. Dengan asumsi bahwa
kedua populasi pemangsa bernilai ekonomi,
maka fungsi pemanenan dilibatkan dalam
model. Pada model tersebut dilakukan analisis
tentang syarat kewujudan dan kestabilan titik
keseimbangan interior. Analisis kestabilan titik
keseimbangan interior dilakukan dengan
metode linearisasi dan memperhatikan nilai

eigen dari persamaan Kkarakteristik dari
matriks Jacobi yang diperoleh. Analisis
kestabilan titik keseimbangan dilakukan

sebelum dan sesudah diberikan pemanenan.

Kata Kunci— Model mangsa pemangsa, Titik
keseimbangan, Kompetisi, Kestabilan lokal,
Pemanenan

|. PENDAHULUAN

Ada banyak peneliti yang memodelkan
interaksi mangsa-pemangsa. Alebraheem dan Abu
Hasan (2012) meneliti tentang ketahanan
pemangsa dalam sistem model mangsa-pemangsa
dengan solusi non-periodik. Das (2011) membahas
tentang dinamika model mangsa-pemangsa dengan
pemangsa Yyang berpenyakit. Farajzadeh dkk.,
(2012) dalam jurnalnya membahas tentang
kestabilan model Gauss satu mangsa dua
pemangsa. Gakkhar, dkk.,(2007) meneliti tentang
kompetisi dua pemangsa terhadap satu mangsa.
Gupta dan Chandra (2017) membahas tentang
dinamika model mangsa-pemangsa  dengan
pemanenan kuadratik. Penelitian dari Kar dan
Matsuda (2007) membahas tentang dinamika
global dan kontrol dari model mangsa pemangsa
dengan fungsi respon Holling tipe IIl. Kar (2010)
meneliti tentang model reaksi dinamika sistem
mangsa-pemangsa. Mukhopadhyay dan
Bhattacharyya (2015), mengkaji tentang pengaruh

pemanenan dan kompetisi antara pemangsa dalam
model mangsa-pemangsa. Ndam dkk.,(2012)
membahas tentang suatu model interaksi tiga
spesies dalam satu habitat. Upadhyay dan Raw
(2011) membahas tentang dinamika kompleks dari
model rantai makanan tiga spesies dengan fungsi
respon Holling tipe IlI.

Il. TINJAUAN PUSTAKA

dP P e,a,PH,

@ =P (1) P -5
dH, 1
ar = ey, PH, — B HH, — dyHy

dH, e,a,PH,

dt = “h+P B:HiH; — dyH, — q2E5H,

dengan nilai awal

P(0) > 0; H,(0) = 0; H,(0) =0

Pemodelan matematika oleh Mukhopadhyay
dan Bhattacharyya (2015) menjelaskan tiga
persamaan diferensial dan secara konsisten dua
pemangsa (H, dan H,) mengeksploitasi satu
mangsa P. Kedua spesies pemangsa tersebut
diasumsikan  mempunyai  akses/berhubungan
langsung dengan mangsa. Mereka (kedua
populasi) memberi pengaruh yang sama kuat
terhadap mangsa dan mereka berkompetisi.
Pengaruh gangguan dalam angka pertumbuhan
pesaing diasumsikan  proporsional terhadap
kepadatan populasi pemangsa dengan B, dan S,
masing-masing angka gangguan yang diberikan.
Akan tetapi, fungsi predasi dari dua pemangsa
dibuat berbeda —satu mengikuti respon Holling
tipe | dan yang lainnya mengikuti respon Holling
tipe 1. Disamping mengalami pengurangan karena
adanya fungsi predasi, populasi mangsa tumbuh
logistik dengan r sebagai anga pertumbuhan
instrinsik dan K sebagai kapasitas tampung.
Diasumsikan juga bahwa pemangsa H, dapat
dipanen. Konstanta E dan g masing-masing
menunjukkan usaha pemanenan dan konstanta
ketertangkapan.
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I1l. METODE PENELITIAN
A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai

masalah kestabilan sangat membantu dalam
penyelesaian model tersebut.

B. Tahap Analisis Model

Pada tahap ini model dianalisis dengan cara
mencari titik setimbang kemudian diperiksa
kestabilannya.  Karena  persamaan  model
merupakan persamaan diferensial tak linear maka
model perlu dilinearisasikan terlebih dahulu
dengan membentuk matriks Jacobian, selanjutnya
diteliti kestabilitannya dengan melihat nilai eigen
atau menggunakan metode Routh-Hurwitz.

C. Tahap Simulasi Model

Pada tahap ini simulasi dilakukan untuk
melihat perilaku dari kurva solusi.

D. Tahap Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil
yang telah diperoleh dari simulasi.

E. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model
yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari
simulasi.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model
Kami akan mengkaji model satu mangsa-dua

pemangsa Yyang melibatkan interaksi antar

pemangsa dan interaksi antar individu dalam

populasi pemangsa. Berikut asumsi-asumsi yang

digunakan dalam model.

1. Laju pertumbuhan mangsa menggunakan laju
pertumbuhan logistik.

2. Pemangsa saling berkompetisi mendapatkan
mangsa.

3. Menggunakan fungsi respon Holling tipe |
dalam pemangsaan.

4. Terdapat kompetisi intraspesifik pada masing-
masing pemangsa.

5. Pemangsa bernilai ekonomis sehingga dapat
dipanen.

dpP P

P rP (1 - E) - o, PH; — a,PH,

dH, )

at =e,a,PH; — gH," — B;HH, )
—dH, — q.E;H,

dH

2
dt = e,a,PH, — 92H22 — B.H.H,
—d,H, — q,E,H,
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dengan P, H,, H, adalah masing-masing populasi
mangsa, pemangsa pertama dan pemangsa kedua.
r merupakan laju pertumbuhan logistik mangsa.
a, a, merupakan masing-masing laju
penangkapan mangsa oleh pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. e, e, adalah masing-masing laju
konversi mangsa menjadi pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. g,,g, adalah masing-masing

koefisien  kompetisi intraspesifik  pemangsa
pertama dan pemangsa kedua. p;,B,adalah
masing-masing koefisien kompetisi pemangsa

pertama terhadap pemangsa kedua dan sebaliknya.
d,,d, masing-masing laju kematian pemangsa
pertama dan pemangsa kedua. q,,q, adalah laju
ketertangkapan pemangsa pertama dan pemangsa
kedua. E;,E, adalah angka pemanenan dari
pemangsa pertama dan pemangsa kedua.

B. Analisis Titik Keseimbangan Model Tanpa
Pemanenan

Berikut ini diberikan model mangsa-pemangsa
tanpa pemanenan.

dP P

=P (1 - E) —a;PH; — a,PH,

dHl 2

e e,a,PH, — g,H," — B, H,H, (3)
_lel

dHZ 2

W = e,a,PH, — g,H,” — B,H, H,
—d,H,

Titik keseimbangan yang memungkinkan pada
sistem dinamika Eq.3 adalah
Tl(OJ OJ 0)7 TZ(K; 0! 0)1 T3 (0) 0) _Z_Z)y
2

T (K(dzaz+rg2) F(Kezaz—dz))
4\ Keyay2+rg, ' ' Kepaz2+rgy /)’
dy
75 (0,-2,0),
g1
T (K(d1a1+rg1) r(Keja;—dj) 0)
6 \Keqai2+rg; ' Keja 2+rgy’ !
di1gz—dzB1  dz91—d1B>
T7 0! ] 1
B1B2-9192" B1B2-9192
K[B1—By] Bs—Bs
T ) J
8 B
7

By

dengan
By = diayf, + dyai B, + 1B,
B, = diyg, + dyay9, + 79,9,
B; = dyag, + dyay9, + 79,9,
B, = Kdye;a1a; + Kreya, 9, + rdy
B: = Kd,e,a,* + Kreia,B, +rdy9,
Bg = Kdye;aia; + Kreya,g, +1dq B,
B; = Keyaya,f, + Keyaya 8, + 76,8,

—(Keya,%g, + Keyay® gy +79192)
telah diketehui bahwa T; (0,0, —;—) dan

2

B3—By
By

Ts (0,—%,0) merupakan titik keseimbangan
1
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yang tidak relevan dengan kondisi biologi
sehingga tidak dapat dianalisis. T, terwujud jika
Ke,a, >d,. Ty terwujud jika Kejay >dy. T,
terwujud jika B,f, > 9.9, d.g, > d,B; dan
d,p, <d,g,. Tg terwujud jika By > B,, B3 >
By, Bs > Bgdan B, > 0

C. Analisis Titik Keseimbangan Model dengan
Pemanenan

Selanjutnya kami akan menganalisis titik
keseimbangan dari Eq.2. Titik keseimbangan yang
memungkinkan pada sistem dinamika Eq.1 adalah
7,,(0,0,0),  T5,(K,0,0), Ty, (0,0,—2222),

92

T (K(EzaZQZ+d2az+ng) T(Kezaz—EZQZ—dz))
4+ Kepaz2+1g, r Keyay2+rg,

E
Ty, (0,- 2222 o),
T (K(E1a1Q1+d1a1+Tgl) r(Keja1—E1q1—d1) 0)
6+ Keja12+1g, Kejai%2+rg; !
T,, (0’ ElQZQl_E2ﬁ1QZ+dng_d2ﬁ1’ d2g1—-d1B2 ),

B1B2-9192 B1B2-9192

Tg+(P{, Hiy, H3y)
dengan

e K((d, + EDs + (dy + E))t + 1)
o Keya;s + Ke,a,t +ru

Hi,

_ Ka,v+Krw +rx

" Keya;s+ Ke,a,t +ru

n (Ke,a,? +1g,)E; — (Keyaya, +75,)E,

Ke,a;s + Keya,t +1u

Ha.
Koa,v+Kry +rz
B Keja,s + Ke,a,t +ru
n (Keya,? +1g,)E, — (Keyaya, +17[5,)E;
Keiais + Keya,t +ru

diberikan s = @, 8, — @195, t = a1 51 — 4294,
U=ayf; — 19,V =die,a; —dyejay

W= et — et gy x = dig; — dyfy

Y =ea01 — e a1 Bz = diffi; —dygy

telah diketahui bahwa T;, (0, 0, —Ezqz—mz) dan

92
Ts, (0, —Elqgl—ml, 0) merupakan titik

1

keseimbangan yang tidak relevan dengan kondisi
biologi sehingga tidak dapat dianalisis. T,,
terwujud jika Ke,a, > E,q, + d,. Ts, terwujud
jika Keja; >E,q;+d,. T,, terwujud jika
BBz > 9192  E192G1 +d192 > Ex1q; + dyfpy
dan d,B, <d,g,. Ts, terwujud jika a,fB, >
192, 01f1 > Ax91, Aufs > g, dieya, >
dye q;, ;P > e1a19,, d1g, > dyfy, g1 >
di, dy>p, dify>dyg;, dan (Keja? +
rgE; > (Keyaya; + 15,)E;.
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D. Analisis kestabilan titik keseimbangan model
®3)
Teorema 1 Titik keseimbangan T, (M

Keyay2+rg, ' '

r(Key,a,—d,) - - eja1K(dyay+rg,)

Toeat®)) akan stabil lokal jika “5ezetron
202 2 202 2
K(e,a,—d,) 2r(dya,+rg,) |, a,K(e,a,—d,)

B zzz 2 +d1,7’< 2 ; 92 2 222 27

Kezth +7rg, ) (I(eztxz +r)gz Keyay*+rg,

e,a,K(dyay+rg, 2g,r(Keya,—d, 4 74
Keoal+t 2 +d, dan  J}J3s >

202%+1g> Keyaz°+1g;
4 14
13/31"

K(dyay+7g,)

Keyay2+rg, '

Bukti. Diberikan matriks Jacobi T, (
r(Key,a,—dy)
Ke,a,2+1g,

) sebagai berikut.
Jh Ji i3
](T4) = ]§1 ]é}z ]33
51 J32 U5
dengan
. 2r(d,a, +rg,)  a,K(e,a, —ds)
Ju=r- Ke,a,?+rg, Keya,>+r1g,
a;K(d,a, +7g,)

Ke,a,? +rg,
_ a,K(dya, +19,)

4 — _
12 —

]{1’3 = K 2
€0, +1g;

]gl = 0'

4 _ ey K(dya; +19g,) _ B.1K(exa; — d3) —d
22 Ke,a,2 +1g, Ke,a,2 +1g, 1
133 =0,
]4 _ ezazr(Kezaz - dz)

31 Ke,a,? +rg,
i = B.r(Keya, —d,)

32 =

Ke,a,? +rg,
4 _ e, 0K(dya, +1g;)  2g;r(Kepa, —dy)
33 K62a22+rg2 Keza22+rg2

2

Persamaan karakteristik dari matriks J(T,)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,) — AI) = 0 4
Salah satu akar dari Eqg4 adalah
91‘111{(‘122‘12*'7“92) _ B1K(92‘:2—d2) —d,. Nilai eigennya
Ke,a,%2+rg, Ke,a,%+rg,
akan bernilai negatif jika “fX@a%2t7gy)
Kezaz +rg2
BiK(ea®ody) L 3 Dua nilai  eigen lainnya

Ke,a,%2+rg,
merupakan akar-akar persamaan kuadrat berikut
ini.

=AUt +J33) + )33 —JiJ3 =0 (5)

Jumlah akar-akar dari Eq.5 bernilai positif jika
Ut +J33) <0,J <0,J45 < 0 . Hasil kali akar-
akarnya bernilai positif jika j, /33 > J{3/3:.

Teorema 2 Titik keseimbangan
To (Sattron) TEad) g)  akan stabil jika
K61a1 +rg, Kelal +rg,
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ea,K(dya +1rg,) _ Par(Kejay—dy)
Keia,2+rg,

air(Keja,—dy)

+d,r<

eja;K(dya,+1g,)

Keja.2+1g,
2r(d,a,+7rg,)

Ke,a,2+rg, Ke,a,2+rg; '

20urKenc—dy) dy dan JP,J3, > J9,J5,.

Keja,2+1g,

Keja.241rg,

Bukti. Diberikan matriks Jacobi
; (K(dl"‘l”gl) rikeiay—di) 0) sebagai berikut.

Keja,2+rg, ' Keja;2+rg,

Jt I It
](Te) = ]551 ]Sz ]263
$1 1% %
dengan
6 2r(dia, +rg,) ayr(Keqa; —dy)
Jtn =1 Ke,a,2 +1g,  Keja,? +1g,
a, K(dya; +1g4)
Keja,? +rg,
_azK(d1a1 +79,)

6 — _
12 —

]f3 = K 2
e1a” +1g;
J8, = e;a;r(Keja; —dy)
21 Ke,a.;2+1g,
¢ _emK(diay+rg)) 2g,7(Keyay —d,)
J22 = - —d;

Keja,? +1rg, Keja,? +1rg,

Bir(Ke,ay — d,)
6 — _ -~ ~ -~ - -7 J6 — 6 —
]23 Kela12+rg1 »J31 0!]32 0

6 _ e, 0K(diay +7rg,) Bir(Keyay —dy)
33 Ke,a,2 +1g, Ke a2 +1g,

2

Persamaan karakteristik dari matriks J(Ty)
diberikan sebagai berikut.

det(J(Tg) —AI) =0 (6)
Salah satu akar dari Eqg6 adalah
et atrg) pureand) 4 - Nilai eigennya
Keja,%+rg, Keia,%2+rg,
akan bernilai negatif jika 8K(@iatra)
Keja %+rg,
Bir(Keja;—dy) _ . .
Teazirg, T Dua nilai eigen lainnya

merupakan akar-akar persamaan kuadrat berikut
ini.

A2 — /1(]{31 +]§2) +]161]262 _]162]261 =0 (7)

Jumlah akar-akar dari Eq.7 bernilai positif jika
Jg, +7J%,) < 0,75 <0,J8, <0 . Hasil kali akar-
akarnya bernilai positif jika /£,/$, > J9,/%;.

Teorema 3 Titik keseimbangan T, (0, 4,0, doby
8 ( 5132_91)92
d291—d1B; i H 3(d1B2-dz91
251172 ) gkan stabil jika e
B1B2-9192 ) ] rt B1B2—9192
a1(d19>—d2B1) B1(di1Br—drg1) _ 291(d1g,—d2B41) +d
3%52—9192 ’) 5152(—9192 ) B1B2-9192 L
29,(d1B2-d»91 B2(d19,—d3B, 7 17
+d, dan >
B1B2—9192 B1B2—9192 2 2?J33
J33)3,-

Bukti. Diberikan matriks Jacobi
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berikut.

d192—d2B1  d291—d1Bs H

T,(0, , sebagai
7( B1B2—9192 ;81;32_91_;‘)2) , 7g
]11 ]12 ]13
J(T;) = ]271 ]272 ]273

7 7 7
31 ]32 ]33

dengan
Jl =1 a;(d1g, — 1) ay(dif, —drg1)
11 BBz — 9192 BBz — 9192
]172 = 0']173 =0
7 _ e1a;(d, g, — dyf,)
2 BBz — 9192
1, =— 2g1(d1 g, — d2p1) i B1(d1B; — dr91) _
22 BiB2 — 9192 B1B2 — 9192 !
7 _ B1(d1g; — d2f1)
Js=——F07—"""
BBz — 9192
_ e, (d1 B, — drgy1)
]31 -
BBz — 9192
, B (d1f> — dr91)
Joo=——FF——
BBz — 9192
I, = _ﬁz(d192 —dyp1) | 292(d1f2 — da 1) _d
33 BiB2 — 9192 BiB2 — 9192 2

Persamaan karakteristik dari matriks J(T)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,) —Al) =0 (8)
Salah satu akar dari EQ.8 adalah r—
a1(d192—dzB1) | a2(d1B2—d291) N H H
. Nilai eigennya akan
B1B2—9192 B1B2—9192 g a y a
bernilai  negatif  jika r+ W <
1P27 Y192
@di9-%F)  pyg nilai eigen lainnya merupakan
B1B2—9192

akar-akar persamaan kuadrat berikut ini.
A2 — 10272 +]373) +]272]333 _]273]372 =0 (9)

Jumlah akar-akar dari EQ.9 bernilai positif jika
U3, +J33) <0,J7, < 0,]J33 < 0. Hasil kali akar-
akarnya bernilai positif jika j7,/3; > J75)2,.

Teorema 4 Titik keseimbangan Tg(P*, Hf, H3)
akan stabil jika 7 <ZtaHy 4 apHy”
e;a;P* < 2g.H," + B H,” +d, e,a, P* <
BHy" +2g,H," +dy, Ji1)zz + J11)33 +J22)33 >
J12J21 + J13Jz1 +J23)32 dan —(i1+J22 +
J33)UriJaz + J11Jas + J22033 = JizJ21 — J1afa1 —

J23J32) > J11)23)32 + J12J21)33 + J13J31)22 —
J122033 = J12J23)31 — J13)32)21

Bukti. Diberikan matriks Jacobi dari Tg(P*, Hj,
H3 )sebagai berikut.

1 Jiz Jis
] = []21 J22 ]23]
31 Jaz Js3
dengan
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2rp*

Ju=r-— — o Hy" — ayH,", J1, = —a P,
Jiz = =P = 310;:11']1*1 .
Ja2 = 310-’1P**_ 2g,H, _ﬁlflz —dy,
J2s = _B1H1*v]31 =e,a,H,
Js2 = —B>H;, . .
J33 = €,a,P" — BH" —2g,H,” —d,
_ K(dis+dyt+ru)
" Keya;s+ Ke,a,t +1u
= Ka,v + Krw +rx
Y7 Kejays + Keyapt +ru
= Kayv+Kry+rz
, =

*

Keja;s + Ke,a,t +1ru
S =B, — a1 gyt = a1y —azgy,u
=af; — 419>
v =die,a, —dye aq, W= e,a,B — e ga,
X = dig, — dy1,y = ;0,91 — €115, Zz=
di1f; — dy9;-

Persamaan karakteristik dari
diatas adalah

MB+A 22 +A4,1+4;,=0

matriks Jacobi
(10)

Ay = =11+ )22 +]33)

Ay = JiJaz +J1J33 + J22)33 = Ji2J21 — Jisla
—J23/32

As = J11J23)32 + J12)21)33 +J13)3122 — J11)22)33
— J12J23)31 = J13J32)21

Nilai eigen dari Eq.10 akan bernilai negatif, jika
A;>0,4,>0,4;>0,dan A A, > A;.

A. Analisis kestabilan titik keseimbangan model

@)

Teorema 5 Titik keseimbangan
T (K(Ezaz%"'dzaz"'rgz) T(Kezaz—Ezqz_dz)) akan
4+ Ke,a,%2+rg, Ke,a,2+41g,
stabil ]lka e11 K (Ep 2G5 +d20,+795) <
Ke,a,2+1g,
B1K(Keyay,—E,q,—d5)
Dulents £0:0s) 1 gy 4+ dy 7 <

2r(Ezazq,+daaz+rg,)

1] ]

Keya2+rg,
ayr(Kepay—Epq,—dy) e2a2K(Eza2qa +d2a2+792)

<
Keyap2+rg,

29,7 (Kepaz—Ezq2—d3)
Keyaz2+1g,

Kepa2+71gs

+d, dan Ji )55 > Ji5T51

Bukti. Diberikan matriks Jacobi

T, (K(Eza2q2+;12a2+rg2)‘ ‘ r(Kezaz—fzqz—dz)) sebagai
Ke,a,247g, Keya,“+rg,
berikut.
4+ J4+  J4+
11 12 13
—_ |74+ g4+ g4+
JT) =z J32 I3
4+ J4+  J4+
31 J32 33
dengan
. 2r(Eya,q, + dya, +1g5)
11 — =

Ke,a,? +1rg,
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a,r(Ke,a, — E;q, — dy)

Ke,a,?> +1g,
_ a;K(E,a,q, + dya, +1g;)

4+ _

12 Ke,a,? +rg,

4t _ a,K(E,a,q; + dya, +7g,)
13 Ke,a,2 +1rg,

4+ — 0

21 = U,

4t _ eia; K(E,a,q, + dya, +795)
22 =

Ke,a,? +1g,
_BlK(Kezaz —E,q, — dy)
Ke,a,? +1g,
e,a,7(Keya, — Eyq, — dy)

—Eq,—d;

23 =0J31 =
Ke,a,? +rg,
4t _ _.327"(1(92“2 — Eq, — d,)

32 Ke,a,2+1g,
e,0,K(E,a,q, + dya, +1g5)
Ke,a,2 +1rg,

_ 2g,r(Keya, — E;q, — dy) _
Ke,a,? +rg,

4+
33 T

dy

Persamaan karakteristik dari matriks J(T,,)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,,) —A) =0 (11)
Salah  satu akar dari Eq.11  adalah
1K (B a3q+d,0,479,) — B1K(Kepap—Epq—dy) E _
Ke,a,%+rg, Ke,a,%+rg, 10

d,. Nilai eigennya akan bernilai negatif jika
101K (B3 qa+dya1189,)  B1K(Kepaap—Erqp—dy)
Keya,%+rg, < Ke,a,%2+rg, + E1 aGt

dy

Dua nilai eigen lainnya merupakan akar-akar
persamaan kuadrat berikut ini.
=AU + 13D + 13 - T =0 (12)
Jumlah akar-akar dari Eq.12 bernilai positif
jika U +743) < 0,J# < 0,J3F <0 . Hasil kali
akar-akarnya bernilai positif jika J# J45 > JiJ4+.

Teorema 6 Titik keseimbangan
K(d K —d -

TE6( Gaytrgy) = 1Kes-dy) 0) akan stabil jika
Ke,a,2+1g; Keia,2+1g,

ezazK(Elalq;+d1a1+rg1) < Bzr(Ke1“1;E1Q1_d1) +E,q, +
Keia,2+1g; Keia,2+1g,

dZ,T< 27”(510‘1‘71"'2‘11“1"'7“91)_'_

Keia,2+1g;
air(Keiay—E1q;—dy) e1a3 K(Ey @141 +d a1 +791) <
Keja2+rg, 7 Keja,2+1g,

2g,r(Keya4—E;q;—dy) 6+ 76+

T eaiirg T Eiquit+dy danjifjzy >

6+ 16+

]12 ]21 .

Bukti. Diberikan matriks Jacobi
T (K(E1“1Q1+d1“1+7“91) r(Keyay—E;q,—d,) 0)
6+ 2 2 4
Keja,241rg, Keja2+rg;

sebagai berikut.

6+ 6+ 6+
11 12 13

J(Te) = |J37 I35 I3
6+ 76+ J6+
31 J32 /33
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dengan
6+ _ 2r(Eya,qy + dyay +1g4)
me Ke,a2 +1g,
_ a;r(Keyay — Eiqy — dy)
Ke a2 +1rg,
6+ _ a;K(Eya1q, + dyay +7g,)
12 Ke a2 +rg,
6+ _ _azK(E1a1CI1 +dia; +1g,)
13 Ke,a,2 +1g,
6t _ e;a;r(Kejay — E1qy — dy)
Jor = Ke a2 +1rg,
o+ _ e;a;K(Eya,q; + diay +1g,)
2 Keja,2 +1g,
2g,r(Keya, — E1q, — dy) E d
B Ke a2 +1g, THRh TG
Jor = _317’(1(31“1 —Eiq—dy)
3 I('elal2 +7rg, '
J5F=0J5 =
o+ _ eza’zK(E1a’1CI1 +dia; +7g,)
Js3 = Keia,2 +1g,
Bor(Keya, — Eiqy — dy) E
- —Eyq,—d,

Ke,a,2 +rg,

Persamaan karakteristik dari matriks J(Ts.)
diberikan sebagai berikut.

det(J(Ty,) — AD) = 0 (13)
Salah satu akar dari Eq.13 adalah
€K (E101G1+d,1a14791) _ Bor(Keyay—E1qi—dy) E _
Kejai2+7rg Keja,2+1g 22
1%1 1 1%1 1

d,. Nilai eigennya akan bernilai negatif jika

e, 0, K(E;a1q, +dyay + 7”91)

Keja,?> +rg,

Bor(Keja; — Eiq; — d,)
Ke,a,2 +rg,
Dua nilai eigen lainnya merupakan akar-akar
persamaan kuadrat berikut ini.

+E,q,+d,

— AU +J83) +R)sE —ts) =0 (14)
Jumlah akar-akar dari Eq.14 bernilai positif

jika J&f +J83) < 0,J8f < 0,J8F < 0 . Hasil kali

akar-akarnya bernilai positif jika /o JSF > J&FJ5+

Teorema 7 Titik keseimbangan T, (0,

E19241—E> B142+d192—d2B1  E2g142—E1B2q1+d2g91—d1 B> )
B1B2-9192 ’( ﬁ1l§2_g1gz( )
A d -d d —-d
akan stabil jika r 4+ $221f2-9201) &1 (12-dafy
B1B2-9192

B1B2—-9192 '
73 < 0,J33 <0dan J7,]35 > J33/3,.

Bukti. Diberikan matriks Jacobi
T7+ (0 E19291—E;1q2+d1 92—y B4

B1B2-9192
E39192—E1 B291+d291—d1 B )

B1B2—9192

’

berikut.

sebagai
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7+ 7+ 7+
11 12 13

J(T) =35 I3 T3
7+ 7+ 7+
31 32 33

dengan
T+ = a;(E19291 — E2p1qz + di g, — dofy)
H BBz — 9192
ay(E1foqy — E2 912 + dif — drg1)
BBz — 9192
=00 =
7+ _ elal(Engql — E3B1q2 + dig, — dafy)
2 BBz — 9192
74— _ 291(E19291 — E2p1q2 + d1 g, — daB1)
2 BBz — 9192
B1(E1f2q1 — E29192 + d1f, — dr94)
+
BBz — 9192
—Eiq, —d,
7+ _ _.81(E1gz‘h — E3$192 + di1go — dofy)
2 BiB2 — 9192 '
JI = — ;03 (E1foqs — E291qz + d1fo — dr94)
3 BBz — 9192 ’
7+ _ B2(E1B2q1 — E291q; + d1 B, — drg1)
5 BBz — 9192
It = _.32(E1gzch —E3$1q; +di1go — dyfy)
5 BBz — 9192
29,(E1frq1 — 29192 + d1 By — da94)
BBz — 9192
—E,q, — d,

Persamaan karakteristik dari matriks J(T,.)
diberikan sebagai berikut.

det(J(T,,) —A) =0 (15)

Salah satu akar dari
ai(d1g,—dyB1) | @x(diBr-drg1)

Eq.15 adalah r-—
Nilai eigennya akan

B1B2—9192 B1B2—9192
bernilai  negatif  jika  r -+ %2afemd200)
B1B2—9192
%. Dua nilai eigen lainnya merupakan

akar-akar persamaan kuadrat berikut ini.

—AUZ + 73D +J33)3 —J33)33 =0 (16)

Jumlah akar-akar dari Eq.16 bernilai positif jika
¥ +J13)<0,J75<0,JiF <0 Hasil kali

akar-akarnya bernilai positif jika j73 J23 > J]3 )i

Teorema 8 Titik keseimbangan Ty, (P/, Hi,,
H;. ) akan stabil jika J;; <0,J,, <0,J33 <0,
J11Ja2 + J11)33 t J22033 > J12J21 +J13)31 t J23)32
dan =11 + /22 + J33)Urdaz + Ji1Jss + J22)33 —
J12J21 = J13J31 — J2a)s2) > Jidasfsz + J12)24 35 +
J13J31)22 = J11J22)33 = J12J23)31 — J13Js2)21

Bukti. Diberikan matriks Jacobi dari Ty (P}, Hi,,
H;_ )sebagai berikut.
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11 Jiz iz
]=[]21 J22 ]23]

31 Ja2 Ja3
dengan
2rp* * * "
Ju=r-— % —aH" —ayH, |1, = —ay P,
J13 = —ayP* ] = eja  Hy ',

J22 = ey P* —2g,H," — BiH,” — dy,
J2s = —BiHy'\ J31 = e;aHy,
J32 = _Bsz*a
J33 = e,a,P* — B,H," — 2g,H,” — d,
P K((dy + E))s + (dy + Ex)t + 1)

o Keya;s + Ke,a,t +ru
He = Ka,v+ Krw +rx

7 Keyays + Keyat +1u
n (Keyay? +1g,)E; — (Keyayay +1f5,)E,

Ke,a,s + Ke,a,t +ru
Kayv+ Kry+rz

Keja,;s + Ke,a,t +ru

n (Keya,> +rg,)E, — (Keyaya, +1B,)E;
Keja,;s + Ke,a,t +1u

S =6, — 19yt = a1y — a4y,

U= a,B, — a19,
v =die,a, —dye a, W= e,a,B; — e g;,
x = dig, — daf1.y = €029, — 121, z=
d,B; — d29;-

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi
diatas adalah

* —_—
Hz, =

MB+A P +A,1+4;=0 17)
Ay =—=(11 +J22 +33)
Ay =J11J22 +J11)33 + J22)33
—J12J21 = J13J31 — Jas)32
As = J11J23)32 + J12J21)33 +J13)31)22
—J11)22)33 = J12J23)31 — J13)32)21

Nilai eigen dari Eq.17 bernilai negatif, yakni
A;>0,4,>0,4;>0,dan A A, > A;.

F. Simulasi numerik tanpa pemanenan

Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
yaitu r = 1.5,K = 10000, a; = 0.000021,a, =
0.000022,¢e; = 0.5,¢, = 0.5,d; = 0.00055,

d, = 0.00065, 3, = 0.0000008, 8, = 0.000001,
g, = 0.000022, g, = 0.000022,q; = q, = 1.
Titik keseimbangan yang diperoleh yaitu TEg =
(8819.950583, 4031.897805, 4197.161755)

Matriks Jacobi dari TEg adalah

—1.322992588 —0.1852189622 —0.1940389128
J(Tg) |0.04233492695 —0.08870175168 —0.003225518244
0.04616977930 —0.004197161755 —0.09233755860

Persamaan karakteristik yang dibentuk dari J (Tg)
adalah

A3 +1.50403189812 + 0.26449040194
+0.01227468204

Nilai eigen yang diperoleh adalah
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(—1.30916364790300, —0.108270937043246,
—0.08659731333337525)

G. Simulasi numerik dengan pemanenan

Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
yaitu r = 1.5,K = 10000, &, = 0.000021, @, =
0.000022,e; = 0.5,e, = 0.5,d; = 0.00055,

d, = 0.00065, 3; = 0.0000008, 8, = 0.000001,
g1 = 0.000022, g, = 0.000022,q; = q, =1,
Nilai parameter pemanenan yang digunakan yaitu
E, = 0.052,E, = 0.054.

Titik keseimbangan yang diperoleh dari simulasi
dari Eq.2 yaitu

Tg,. = (9404.936818, 2022.758611,
2126.433927).

Matriks Jacobi dari TEg, adalah
—1.410740522 —0.1975036732

J(TEgy) [0.02123896542  —0.04450068943
0.02339077320 —0.002126433927

—0.2069086100
—0.001618206889
—0.04678154640

Persamaan karakteristik yang dibentuk dari J(Tg,)
adalah

A3 +1.4502022758 + 0.13988844521
+0.003326830776

Nilai eigen yang diperoleh adalah
(—1.40408032485907, —0.0543357305177096,
—0.0436067024532149)

Dengan menggunakan nilai awal P(0) =
9000, H,(0) = 2000, H,(0) = 2000 maka
diperoleh hasil simulasi dari Eq.2 dan Eq. 3 adalah
sebagai berikut sebagai berikut.
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Gambar 2. Plot pertumbuhan populasi mangsa
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Gambar 3. Plot pertumbuhan populasi pemangsa pertama
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Gambar 4. Plot pertumbuhan populasi pemangsa kedua

V. KESIMPULAN

Model mangsa-pemangsa dengan dan tanpa
pemanenan memiliki dinamika populasi yang
sangat berbeda. Kebijakan dengan memanen
populasi pemangsa memberi dampak pada
peningkatan ~ kepadatan  populasi  mangsa.
Walaupun  kepadatan  populasi  pemangsa
berkurang setelah pemanenan, namun tidak
menganggu kestabilan sistem.
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