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Abstract— Perbedaan antara quaternion
dengan bilangan kompleks terletak pada
bagian imajiner. Sehingga  untuk
merepresentasikan suatu bilangan quaternion
dapat dilakukan dengan  menggunakan
bilangan  imajiner. Pada  peper ini,
diperkenalkan kombinasi bilangan kompleks
dalam merepresentasikan bilangan quaternion,
strukturnya dalam bentuk matriks 2 x 2.
Beberapa sifat telah dibuktikan pada paper ini
termasuk juga perkalian dua bilangan
guaternion.
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Quaternion

. PENDAHULUAN

Quaternion meruapakan perluasan dari
bilangan kompleks dengan tiga bagian imajiner
yang saling berkombinasi linear. Ketiga bilangan
imanjiner tersebut jika dinyatakan dalam bentuk
perkalian antara satu dengan yang lain maka
terdapat satu sifat yang tidak terpenuhi dari sifat-
sifat lapangan (field) yaitu sifat komutatif. Hal ini
disebabkan karena aturan yang diberikan oleh
W.R Hamilton yang menyatakan bahwa perkalian
antar unit quaternion tidak berlaku sifat komutatif
yang dalam hal ini ij # ji, ik # ki, kj # jk.
Istilah lain yang dapat dikatakan pada bilangan
quaternion adalah sifat nonkomutatif
quaternion(Mawardi  Bahri, An uncertainty
principle for quaternion fourier transform., 2008).

Berdasarkan sifat nonkomutatif
quaternion, sehingga pengkajian  mengenai
bilangan quaternion, menjadi suatu yang menarik
untuk dilakukan. Beberapa penelitian yang
sebelumnya yang berkaitan dengan quaternion
yaitu quaternion dan sifat-sifatnya (Irwan., 2017),
representasi quaternion menggunakan C-Fair,
Quaternion dan aplikasinya, transformasi Fourier
dan transformasi Fourier quaternion(lrwan Muh,
2017), dan lain sebagainya.

Himpunanbilangan quaternion
dituliskandengansimbolH sebagai penghargaan
bagi Sir William Roman Hamilton, dimana
elemen-elemen  dari bilangan  quaternion
merupakan kombinasi linear dari bilangan skalar
riil dan tiga bagian (Mawardi Bahri, Convolution
theorems for quaternion Fourier transform,,
2013)imajiner i, jdankyang dituliskan sebagai
[1,2,3],

H ={q = qo + iq: +jq + kqs| (1)
90,91, 92,93 € R}.

Jikag, dan gsbernilai nol maka persamaan (1)
merupakan suatu bilangan kompleks. Sedangkan
jika Go=¢=q=q3=0, maka
persamaan(1) merupakan elemen identitas
penjumlahan quaternion. Jika g, =1, q, = q, =
q; =0 maka persamaan(1) disebut elemen
identitas perkalian quaternion(Morais, 2012).
Selanjutnya, persamaan (1) dapat dituliskan
menjadi

q = Sc(q) +4q, (2)
DalamhaliniSc(q) = q, adalah bagian
skalardarig, dan q = iq, + jq, + kq;sebagai

bagian  vektor  (vector  part)darig  [4].
Perkalianelemen-elemendari ~ suatu  bilangan
quaternion berdasarkanaturan Hamilton
dapatdituliskansebagai(Mawardi Bahri,

Convolution theorems for quaternion Fourier
transform,, 2013)
i? =j?=k*=ijk=-1.

jk =—kj =1,

ij=—ji=k

jk =—kj=1i.
Dapatdiperhatikanbahwaoperasipenjumlahandanp

engurangan quaternion
dilakukansepertipadaoperasipenjumlahandanpeng
urangansukubanyak.(Todd, 2014) Jikap,q € H
dengan p = p,y +ip; +jp, + kps dan g = qo +
iq, +Jjq, + kqs dimana po,ps, P2, P3, Go, 91,92
q; € R maka
pt+q

=@o+q0) +i(p1 +q) +jp2+q2) (3)

+ k(ps + q3).



Dengancara yang sama, operasipenguranganpada
bilangan quaternion
p—q ) )
=@o—qo) +i(pr—q) +j(p2—q2) (4)
+ k(s — q3).

Selanjutnya,operasi perkalian p dan q dilakukan
berdasarkan perkalian polinom yaitu
pq
= (po + ip1 +Jjp2 + kp3)(qo + iqy
+Jjq, + kqs)
=Poq0 — (P11 + P292 + P393)
+po(iq, +jq, + kq3)
+q0(ipy +Jjp2 + kp3)
+ i(p2q3 — P392) + j(P195 — P341)
+ k(p1q92 — p291)
=DPoq —P-9+tpoq+qP+PXq

(5)
dimana p.q = (p1q1 + p»q, + p3q3) adalah hasil
kali titik (dot product) dan p x q = i(p,q; —
P3q2) +j(P1q3 — p3q1) + k(p1q, — pq1)-Hasil
perkalianpg dengan gp tidak selalu sama, ini
karena perkalian silang dari p dan gq tidak
komutatif. Sehinggadapatdikatakanbahwapq = qp
jika dan hanya jikap, = q, danp = q.

Definisi 2.1.Untuksebarangp € H dengan p =
Do + ipy + jp, + kps dimana py,py, p2, ps €R,
konjugasi dari p adalah
P =po +ip, +jp, + kps (6)
=po —ipy — jp: — kps.

Berdasarkanpersamaan(6) dapat dipahami bahwa
konjugasi dari p merupakan perubahan tanda pada
bagian imajiner sedangkan bagian riil tidak
berubah  tanda.  Hasil  perkaliankonjugasi
quaternion adalahsuatu anti-involusi,
halinidapatditunjukkanbahwa
(q = gp)yaitu
ap = (qo — iq; — jqa2 — kqs)
(po — ipy — jp2 — kps3)
= qo(po — ipy — jp2 — kps) (7)
—iq,(po — ipy — jp2 — kps)
—Jj42(po — ipy — jp, — kps)
—kqs(po — ip, — jp, — kps)

=Poq0 —P-9 — qoP —Poq — P Xq.

Dan modulo p dituliskan dengan |p| dan
didefinisikan sebagai

|p|=Jp§+pf+p§+p§ (8)

Dekomposisi quaternion

Misalkang = q, + iq, + jq, + kq3;, makag dapat
didekomposisi menjadi
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q=q,+q.=3(q+iq) +3(q - iqj) dari
dekomposisi ini sehingga
1+k

ax ={q0 £ 93 + i(q1 ¥ 420} =) (9)

Selanjutnya, sebagai pengantar
quaternion dan pengenalan quaternion khususnya
untuk tingkat mahasiswa strata 1, maka pada
paper ini akan diperkenalkan representasi
quaternion menggunakan matriks (2 x 2).

Il. METODE PENELITIAN

A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai

masalah kestabilan sangat membantu dalam
penyelesaian model tersebut.

B. Tahap Rancangan Penelitian

Penentuan nilai Kketidakteraturan graf series
parallel dilakukan dengan menentukan batas
bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas
bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan
teorema pendukung lainnya, sedangkan batas atas
dianalisis dengan pemberian label sisi pada series
parallel.Jika batas bawah sama dengan batas atas
maka diperoleh nilai ketidakteraturan yang eksak.

C. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model
yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari
simulasi.

I1l. HASIL DAN PEMBAHASAN

Representasi quaternion dalam bentuk
matriks dibedakan menjadi dua bagian yaitu
menggunakan matriks 2 x 2 dan matriks 4 x 4.

A. Reperesentasi dalam bentuk matriks 2 x 2
Definisi.

Misalkan q € H, representasi g menggunakan

matriks 2 x 2 didefinisikan dengan

q =4qo+iq1 +jq, + kqz © M,(CO)
= qo0g + q101 + 420, + q303

:(qo+q1i_ q3+q4§)
—q3t sl qo— il

(10)

Dimana o, adalah matriks identitas 2 x 2 dan
01,05, 03 adalah matriks spin Hermit Pauli

0=y 1)
(o %)
(5 o)

04 (11)

0,



=i o)
Berdasarkan definisi di atas diperoleh bahwa,
i 0 i 0 -1 0
= Do )=Co )
oF = (—(1) (_)) (0—1 _ 0) = (;0 0—1)
o5 = (i (l))(i (l)) - (_0 —1)
Dari persamaan ini, diperoleh bahwa ¢? = 0 =
02 = —a,. Selanjutnya, dapat diperhatikan pula
bahwa,

010, = 03 = —0,0;.
Yaitu,

%1% = ((l) —Oi) (—01 (1)) = ((l) (l)) =03

Dan '
n0= () oo 2

= —0,0,
Dari fakta ini, dipahami bahwa perkalian matriks
tidak memenuhi sifat komutatif perkalian yang
bersesuaian dengan perkalian bilangan quaternion.
Dengan cara yang sama, dengan mudah dapat
ditunjukkan bahwa,

0,03 = 01 = —030, 0307 = 0, = —0,03
Teorema:
Misalkan My (C) = qo00 + 101 + 0, +

qa=<CIo+CI1i_ CI2+CI31:
373 —q; + g3l o — 41t/ ]
mutlak g adalah determinan dari matriks M, (C).

), maka  nilai

Bukti.

lql = [det (Mq((C))
4, + CI3i)

_ |< CI0+CI1i_ '
—q3+tqal qo — qql

= \/(QO +q10) (g0 — q10) — (—q2 + q31) (g2 + q31)

— |G+ ai+az+ad)
Teorema:

Qot gl  q+ q3i>

M, (C =( . -,
‘?( ) —q2 43l o — Gyl

maka g bersesuaian dengan conjugasi transpos

matriks M, (C).

Misalkan

Bukti.
7= ( Go+ai q; +q3§>T
—q; +q3l Gy — (4l
— (QO +qi —q;+ Q3i>
q; +Q3l: %_‘hi_
— (% - ‘hl_ —q2— QS'l)
Q2 —q3l  qot gyl
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=%((1) (1))_‘11(3 i)l-)_‘h(_ol é)

=qo— 19, — jq, — kq3

Teorema 3
Misalkan M, (C) = ( Qo+t @il G2+ CI3l) dan

o _QZ‘i%i_ qo — q1l

Po TPl Dz T P3l

M, (C) = ( . .

p( ) —p2 +ps3l Po — P4l

Perkalian M, (C) dan M, (C) dirumuskan dengan

q = M,(C)M,(C)
= (Poqo — P191 — P292 — P393)0,

+ ((po‘h +P1qo + D293 — P392)04 (12)
+ (Poq2 — P13 + P2q0 + P3G1) 0,
+ (—p2q1 + P3G + P0Gz + p1‘12)(73)
Bukti
M, (©) M (C) ' ' '
=<po+p1l' p2+p3l'><%+fhl' ‘b"‘%f)
—P2 TPl Po— D1/ \—q2+q3l qo—qql

Untuk menyederhanakan penulisan, dimisalkan.

Uy = (po + 010 (qo + q10) +
(2 + p3D(—q; + q3i)
Uy, = (po + 010 (q2 + q30) +
(2 + p3D(qo — q11)

Uy = (—p2 +p30)(qo + q10) +
(o — P11 (—q; + q31)

Upy = (—p2 +030)(q2 + q30) +
(o — P11 (qo — q11)

(13)

Sehingga persamaan menjadi
Ug1 u12)

M, ()M, (C) = (u21 uzz
Selanjutnya, dengan memperhatikan setiap elemen
matriks u,,u;,, Uyq, Uy, dijabarkan dengan cara
sebagai berikut,

Uyt
= (po + P10 (qo + q11) + (p; + P3D)(—q; + q31)
= Poqo + Poqil + P1iqo + P1iqqi + D2 (—q3)
+ p2q3i + p3i(—q;) + p3iqsi
= (Podo — P1G1 — P292 — P343)
+ (Pod1 + P1do + D243 — P392)i

Ugo
= po(qz + q31) + p1i(q2 + q30) + P2(q0 — q11)
+p3i(q0 — q11)
= Poqz T Poq3i + P1iqy + P1iqsi + P2 qy
+ p2(—q10) + p3iqo + p3i(—qy0)
= (P02 — P143 + P290 + P3q1)
+ (Poq3 + P1G2 — P2G1 + P390)
Uz1
= (_pz + p3i)(QO + ‘hi)
+ (po — P1D)(—q, + q30)



= —p2(qgo + 10 + p3i(qo + q11)
+ (Po)(—q; + q31) + (—p1D)(—q, + q31)
= —p2q0 + (—P2)q1 1 + P3iqo + P3iqyi
+ 1o(—q2) + Doqzi + (—p11)(—q3) + (—p1i)qsi
= (=P2G0 — P3%1 — Polz + P1q3)
+ (=291 + P390 + Poqs + P192)

U2
= (—p; + p3i)(qz + q30) + (o — P1D)(qo — q11)
= —p,(q; + q3i) + p3i(q, + q3i) +po(qo — q10)
+ (=p10)(qo — q11)

= —p,q; + (—=P2)q3i + p3iqy + P3iqsi + poqo
—Poq1il + (—p11)qo — (—p10)qyi

= (Po90 — P1G1 — P242 — P34q3) + (—Pod1

—P190 — P293 T P32t

Setiap unsur quaternion dari setiap elemen di
atas adalah

a = (pPoqo — P191 — P292 — P393)

b = (poq1 + P10 + P2q3 — P392)

¢ = (Poqz — P19z + P290 + P3q1)

d = (=p2q1 + P390 + Poqs + P1q2)
Sehingga hasil perkalian quaternion p dan q

dirumuskan kembali menjadi,
pq = M, ()M, (C)
= (Po9o — P191 — P29z — P393)0
+ ((Po% + P1qo + P293 — P392)01
+ (Poqz — 1193 + D290 + P3q1)0,

+ (—p2s + P3do + Pols + P142)03).
Dengan demikian teorema terbukti.

IV. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan di atas maka dapat
dipahami bahwa aturan operasi quaternion dalam
bentuk matrik tidak berbeda dengan aturan
perkalian bilangan kompleks atau bilangan real.
Dan representasi quaternion dalam bentuk matriks
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merupakan salah cara untuk memperkenalkan
quaternion, tentunya dengan tujuan suapaya
quaternion dapat dipahami oleh seluruh pembaca
yang tertarik untuk mengetahui dan mengkaji
lebih jauh tentang quaternion.
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